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Tema 1: FISICA Y MEDICION.

“La filosofia se escribe en ese gran libro que nunca miente ante nuestra
asombrada mirada, me refiero al Universo, pero que no podemos entender si no
aprendemos primero el lenguaje y comprendemos los simbolos con los cuales esta
escrito. El libro esta escrito en el lenguaje matematico y los simbolos son triangulos,
circulos y otras figuras geomeétricas, sin la ayuda de las cuales es imposible concebir
una sola palabra de él, y sin las cuales uno vaga inutilmente por un oscuro laberinto”.
Galileo Galilei.

La Fisica (la filosofia a la cual se referia Galileo) es la ciencia fundamental
relacionada con la comprensién de los fendmenos naturales que ocurren en nuestro
Universo. Como todas las ciencias facticas, la Fisica parte de observaciones
experimentales y mediciones cuantitativas. El principal objetivo de la Fisica es utilizar
el limitado numero de leyes que gobiernan los fendmenos naturales para predecir los
resultados de futuros experimentos. Las leyes fundamentales se expresan en el
lenguaje de las matematicas, herramienta que brinda un puente entre la teoria y el
experimento. Es decir, el conjunto de las leyes de la Fisica en un lenguaje cuantitativo
y operativo como el matematico, constituye el modelo de la naturaleza hasta donde se
la conoce.

Cuando surge una discrepancia entre la teoria y el experimento, deben
formularse nuevas teorias y experimentos para eliminar la discrepancia. Muchas veces
una teoria es satisfactoria solo en condiciones limitadas; una teoria mas general
podria ser satisfactoria sin estas limitaciones. Un ejemplo clasico son las leyes del
movimiento de Newton que describen con precisién el movimiento de cuerpos a
velocidades normales, pero que no se aplican a objetos que se mueven a velocidades
comparables con la velocidad de la luz. La teoria especial de la relatividad
desarrollada por Einstein predice con buenos resultados el movimiento de objetos a
baja velocidad y a velocidades que se acercan a la velocidad de la luz, por eso es una
teoria de movimiento mas general. Cuando una teoria se confirma siempre con los
experimentos, se convierte en ley.

La Fisica clasica, que equivale a toda la Fisica desarrollada hasta antes de
1900, incluye las teorias, conceptos, leyes y experimentos de la mecanica clasica, la
termodinamica y el electromagnetismo. Galileo Galilei (1564-1642) hizo importantes
contribuciones a la mecanica clasica con su trabajo sobre el movimiento con
aceleracién constante. En la misma época, Johannes Kepler (1571-1630) analizé
datos astronémicos para enunciar leyes empiricas para el movimiento de cuerpos
planetarios. Posteriormente, Newton sienta las bases de la Mecanica cuando enuncia
sus tres principios y la ley de gravitacién universal.

1.1) Patrones de longitud, masa y tiempo.

Las leyes de la Fisica se expresan en funcién de magnitudes fundamentales
que requieren una definicion clara. Por ejemplo, magnitudes fisicas como fuerza,
velocidad, volumen y aceleracién pueden describirse en funcién de magnitudes mas
basicas que, a su vez, se definen en funcién de mediciones o de la comparacion con
patrones establecidos. En mecanica, las tres magnitudes elegidas como
fundamentales son longitud (L), masa (M) y tiempo (T). Las otras magnitudes fisicas
en la mecanica pueden expresarse en funcion de esas tres.
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En 1960, un comité internacional establecié un conjunto de patrones para estas
magnitudes fundamentales. El sistema que se integré es una adaptacién del sistema
métrico y recibe el nombre de Sistema Internacional (Sl) de unidades. En este sistema
las unidades de longitud, masa y tiempo son el metro, el kilogramo y el segundo,
respectivamente. Otras unidades patron del Sl establecidas por el comité son las
correspondientes a la temperatura (el kelvin), la corriente eléctrica (el ampere), la
intensidad luminosa (la candela) y la relativa a la cantidad de sustancia (el mol). Estas
son las siete unidades basicas del Sl. En el estudio de la mecanica sin embargo, se
tratara sélo con las unidades de longitud, masa y tiempo. Las definiciones de las
unidades estan bajo revision constante y pueden cambiar con el tiempo.

1.1.1) Definicion de la unidad de Longitud:

En 1960, la longitud de un metro se definidé como la distancia entre dos lineas
trazadas sobre una barra de platino-iridio almacenada en condiciones controladas.
Este patréon se abandoné por varias razones; la principal fue el hecho de que la
limitada precision con la cual puede determinarse la separacién entre las lineas sobre
la barra no cubre las necesidades actuales de la ciencia y la tecnologia.
Recientemente, el metro fue definido como 1.650.763,73 longitudes de onda de la luz
naranja-roja emitida por una lampara de kriptén 86. Sin embargo, en octubre de 1983,
el metro se redefini6 como la distancia recorrida por la luz en el vacio durante un
tiempo de 1/299.792.458 segundos. En efecto, esta ultima definicion se basa en que la
velocidad de la luz en el vacio es 299.792.458 metros por segundo.

1.1.2) Definicién de la unidad de Masa:

La masa puede definirse como la propiedad de un cuerpo que mide la
resistencia a variar su velocidad. La unidad fundamental de la masa en el SI, el
kilogramo, se define como la masa de un cilindro determinado de aleacién de platino-
iridio que se conserva en el Laboratorio Internacional de Pesas y Medidas de Sevres,
Francia. Este patron de masa se estableciéo en 1987, y desde ese momento no ha
habido cambios en virtud de que el platino-iridio es una aleacién inusualmente estable.
Un duplicado se conserva en el Instituto Nacional de Patrones y Tecnologias (NIST)
en Gaithersburg, USA.

1.1.3) Definicién de la unidad de Tiempo:

Antes de 1960 el patron del tiempo se habia definido en funcién del dia solar
medio para el afio de 1900. El segundo solar medio, que representa la unidad basica
de tiempo, se definié como (1/60)x(1/60)x(1/24) del dia solar medio. Sin embargo, en
la actualidad se sabe que la rotacion de la Tierra varia sustancialmente con el tiempo,
por lo que no es adecuado emplear este movimiento en la definicién de un patrén.

En 1967, en consecuencia, el segundo se redefinié para aprovechar la ventaja
de la alta precision que podia obtenerse en un dispositivo conocido como reloj
atomico. En este dispositivo las frecuencias asociadas con ciertas transiciones
atomicas (las cuales son en extremo estables e insensibles al ambiente del reloj)
pueden medirse hasta una precisién de una parte en 10'>. Esto es equivalente a una
incertidumbre menor que un segundo cada 30.000 afios. De este modo, en 1967 la
unidad de tiempo del Sl, el segundo, fue redefinida usando la frecuencia caracteristica
de un tipo particular de atomo de cesio como el “reloj de referencia”. La unidad de




HACIA LOS VECTORES Fisica Y MEDICION

tiempo basica del Sl, el segundo, se defini6 como 9.192.631.770 periodos de la
radiacion de atomos de cesio 133.

1.2) Sistemas de unidades.

Ademas del Sl, hay otros dos sistemas de unidades que se pueden encontrar
en la literatura técnica. El sistema cgs se empled en Europa antes del Sl, y el sistema
de ingenieria britanico (algunas veces llamado sistema convencional) aun se emplea
en Estados Unidos a pesar de la aceptacién del Sl por el resto del mundo. En el
sistema cgs las unidades de longitud, masa y tiempo son el centimetro (cm), el gramo
(9) y el segundo (s), respectivamente; en el sistema de ingenieria britanico, las
unidades de longitud, masa y tiempo son el pie (pie), el slug y el segundo,
respectivamente.

Algunos de los prefijos utilizados con mayor frecuencia para definir multiplos y
submultiplos de las unidades patrén, se basan en las potencias de 10. Sus
abreviaturas se listan en la siguiente tabla. Por ejemplo, 10° m es equivalente a 1
milimetro (mm) y 10° m es 1 kildémetro (km). De manera similar, 1kg es 10°g y 1
megavolt (MV) es 10° volts.

Potencia Prefijo Abreviatura
10 Yocto y
107 Zepto z
107° Ato a
107° Femto f
107¢ Pico p
10° Nano n
10° Micro u
10° Mili m
107 Centi c
10" Deci d

10’ Deca da
10° Kilo k
10° Mega M
10° Giga G

2 Tera T
10" Peta P
10 Exa E
107 Zeta Z
10° Yota Y

1.3) Analisis dimensional.

La palabra dimensién tiene un significado especial en Fisica. Suele significar la
naturaleza fisica de una magnitud. Ya sea que se mida una distancia en unidades pies
o metros, se trata de una distancia y se dice que su dimension es la longitud.

Los simbolos empleados para especificar longitud, masa y tiemposonL, My T,
respectivamente. A menudo se emplean corchetes [ ] para indicar las dimensiones de
una cantidad fisica. Por ejemplo, el simbolo utilizado para la velocidad es v, y las
dimensiones de velocidad se escriben [v] = L/T. Como otro ejemplo, las dimensiones
de area, A, son [A] = L2 Las dimensiones de area, volumen, velocidad y aceleracion
se registran en la siguiente tabla junto con sus unidades en los tres sistemas mas

3
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comunes. Las dimensiones de otras magnitudes, como fuerza y energia, se
describiran a medida que se presenten.

Area Volumen Velocidad Aceleraciéon
Sistema
(L? (W) (LIT) (LIT?)
Sl m? m° m/s m/s?
Cgs cm? cm® cm/s cm/s®
De ingenieria britanico pie2 pie3 piels pie/s2

En muchas situaciones sera necesario deducir o verificar una formula especifica.
Aunque se hayan olvidado los detalles de la deduccion, hay un util y eficaz método
conocido como anadlisis dimensional que puede utilizarse en la deduccién o verificacién
de su expresion final. Este procedimiento se debe emplear siempre, puesto que
ayudara a minimizar la memorizacion rutinaria de ecuaciones. El analisis dimensional
aprovecha el hecho de que las dimensiones pueden tratarse como cantidades
algebraicas. Es decir, las cantidades pueden sumarse o restarse solo si tienen las
mismas dimensiones. Asimismo, los términos en ambos lados de una ecuacién deben
tener las mismas dimensiones. Con estas sencillas reglas se puede emplear el analisis
dimensional para determinar si una expresién tiene o no la forma correcta.

Para ilustrar este procedimiento, supdngase que se desea obtener una férmula
para el desplazamiento x experimentado por un moévil en un tiempo t, si parte del

-, L 1
reposo y se mueve con aceleracién constante a. La expresion correcta es x :Eaﬁ.

Se utilizara el analisis dimensional para comprobar la validez de esta expresion.

La magnitud x en el lado izquierdo tiene la dimensién de longitud. Para que la
ecuacion sea dimensionalmente correcta, la cantidad en el lado derecho también debe
tener esa misma dimension. Se puede efectuar una comprobacién dimensional al
sustituir las dimensiones de la aceleracion, L/T? y el tiempo T, en la ecuacion. Es decir,

. . . 1,
la forma dimensional de la ecuacién x =§ar es:
L

L:FT2:L

Las unidades de tiempo se cancelan y queda la unidad de longitud.

Un procedimiento mas general con el analisis dimensional es escribir una
expresion de la forma:

n,m

xoca't
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donde n y m son exponentes que deben determinarse, y el simbolo « indica una
proporcionalidad. Esta relacién sélo es correcta si las dimensiones de ambos lados
son iguales. Puesto que la dimension del lado izquierdo es longitud, la dimensién del
lado derecho también debe serlo. Es decir:

= 1

En vista de que la dimensién de la aceleracion es L/T? y la dimensién de tiempo es T,
se tiene:

(i frr =1

o LnT m-2n — L

Como los exponentes de L y T deben ser los mismos en ambos lados, se ve que n=1y
m=2. En consecuencia se concluye que:

2
x oc at

Este resultado difiere de la expresion correcta, la cual es x:%atz. Debido a que el
factor %2 es adimensional, no hay forma de determinar esto via un analisis dimensional.
1.4) Conversion de unidades.

Algunas veces es necesario convertir unidades de un sistema a otro. Los
factore§ de conversion entre las unidades del Sl y convencionales de longitud son
como siguen:

Imilla = 1.609m = 1,609%m
Im = 39,37pulg = 3,28 1pie
Ipie = 0,3048m = 30,48cm

Ipulg = 0,0254m = 2,54cm

Es posible tratar a las unidades como cantidades algebraicas que pueden
cancelarse entre si. Por ejemplo, si se desea convertir 15,0 pulg a cm, como 1pulg =
2,54cm, se encuentra que:

cm
pulg

150pulg =(15,0pulg ) (2,54 j =38,lcm
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LONGITUD

m cm km Pulg. pie mi
1 metro 1 10? 10 39,37 3,281 6,215x10™
1 centimetro 102 1 10° 0,3937 3,281x10°  6,215x10°
1 kilémetro 10° 10° 1 3,937x10*  3,281x10° 0,6214
1 pulgada 2,540x10 2,540 2,540x10° 1 8,333x10°  1,578x10”
1 pie 0,3048 30,48 3,048x10™ 12 1 1,894x10™
1 milla 1.609 1,609x10° 1,609 6,335x10" 5.280 1

MASA
kg G slug u
1 kilogramo 1 10° 6,854x107 6,024x10%°
1 gramo 10° 1 6,854x107 6,024x10%
1 slug 14,59 1,459x10" 1 8,789x10%
1 unidad de masa 1,660x10°7 1,660x102* 1,138x10%° 1
TIEMPO
S min h dia afo

1 segundo 1 1,667x107 2,778x10™ 1,157x10° 3,169x10°®
1 minuto 60 1 1,667x10 6,944x10™ 1,901x10°®
1 hora 3.600 60 1 4,167x102 1,141x10™
1 dia 8,640x10" 1.440 24 1 2,738x10°
1 afio 3,155x10’ 5,259x10° 8,765x10° 365,2 1
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1.5) Calculos de 6rdenes de magnitud.

Con frecuencia, en Fisica es conveniente calcular una respuesta aproximada a
un problema, mas aun cuando se dispone de poca informacién. Estos resultados
pueden emplearse para determinar si €s 0 no necesario un calculo mas preciso. Estas
aproximaciones suelen tener como origen ciertas suposiciones que deben ser
modificadas si se buscase mas precisién. Asi, en ocasiones se hara referencia al
orden de magnitud de cierta cantidad como la potencia de 10 del numero que describe
dicha cantidad. Si, por ejemplo, se dice que una cantidad aumenta su valor en tres
érdenes de magnitud, esto significa que su valor aumenta en un factor de 10°=1.000.

Un ejemplo sencillo de aproximacién fundada en 6rdenes de magnitudes seria el
siguiente: supongamos un movil en movimiento rectilineo uniformemente acelerado, es
decir con aceleracién constante, que en el instante de tiempo t=0 se encuentra en el
origen, siendo su velocidad 100m/s. Si su aceleracién es de 10°m/s?, su posicién al
cabo de 100s sera:

x=V0t+%at2 (1-1)

Luego,

x =1007100s +110-3ﬁz(100s)2
K 2 K

x=10"m+5m =10.005m
Como vemos, el 1° término de la expresién (1-1) es de orden 4 mientras que el

del 2° término es de orden cero. Por ello, un preciso y rapido primer analisis podria
hacerse so6lo con el primer término de la expresion (1-1), es decir:

x=Vit=10"m

El error porcentual cometido, en este caso por defecto, seria:

~10.000-10.005

100 = =5x107* % = —0,05 %
10.000

E%

lo cual corrobora la validez de la aproximacion.
1.6) Cifras significativas

Cuando se miden ciertas magnitudes, sus valores se conocen solo hasta los
limites de la incertidumbre experimental. El valor de ésta depende de varios factores
como: la calidad del aparato, la habilidad del experimentador y el numero de
mediciones efectuadas.

Supdéngase que en un experimento en el laboratorio se nos pide medir el area de
una placa rectangular con una regla métrica como instrumento de medicién.
Supdngase también que la precisién hasta la cual se puede hacer una medicion
particular de la placa es +0,1cm. Si la longitud de la placa es 16,3cm, se puede afirmar

7
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que su longitud se encuentra entre 16,2cm y 16,4cm. En este caso se dice que el valor
medido tiene tres cifras significativas. De igual manera, si se encuentra que su ancho
mide 4,5cm el valor real se encuentra entre 4,4cm y 4,6cm. Este valor medido tiene
so6lo dos cifras significativas. Advierta que las cifras significativas incluyen el primer
digito estimado. Asi, se podran escribir los valores medidos como 16,3+ 0,1cmy 4,5 +
0,1cm.

Supdéngase ahora que se busca el area de la placa al multiplicar los dos valores
medidos. Si se afirmara que el area es (16,3cm)(4,5cm)=73,35cm?, la respuesta no
tendria justificacion debido a que contiene 4 cifras significativas, cantidad que es
mayor al numero de cifras significativas en cualquiera de las longitudes medidas. Una
buena regla practica para usar como guia en la determinacién de cifras significativas
es la siguiente:

Cuando se multiplican varias cantidades, el nimero de cifras significativas
en la respuesta final es el mismo que el numero de cifras significativas en
la menos precisa de las cantidades multiplicadas, donde “menos precisa”
significa “tener el menor nimero de cifras significativas”. La misma regla
se aplica a la division.

Al aplicar esta regla al ejemplo de multiplicacién anterior, se ve que la respuesta
para el area solo puede tener dos cifras significativas. Por consiguiente, todo lo que se
puede afirmar es que el area es de 73cm?, reconociendo que el valor puede variar
entre (16,2cm)(4,4cm)=71cm? y (16,4cm)(4,6cm)=75cm?>.

Los ceros pueden o no ser cifras significativas. Los utilizados para colocar la
coma decimal en numero como 0,03 y 0,0075 no son significativos. En este caso hay
una o dos cifras significativas, respectivamente. Sin embargo, cuando la posicién de
los ceros viene después de otros digitos existe la posibilidad de una interpretacién
incorrecta. Por ejemplo, supongase la masa de un objeto de 1.500g. En estos casos
es comun utilizar la notacion cientifica para indicar el numero de cifras significativas.
Es decir, se podria expresar la masa como 1,5 x 10°g si hubiera dos cifras
significativas en el valor medido (si hemos medido con precisién de 100g.); 1,50 x 10%g
si hubiera tres cifras significativas (precision de 10g), y 1,500g x 10° si hubiera cuatro
(precision de 1g). Del mismo modo, 0,00015 debe expresarse en notacion cientifica
como 1,5 x 10™ si tuviera dos cifras significativas o como 1,50 x 10™ si tuviera tres. Los
tres ceros entre el punto decimal y el digito 1 en el numero 0,00015 no se cuentan
como cifras significativas por que solo estan presentes para ubicar el punto decimal.
En general, una cifra significativa es un digito conocido confiablemente.

En la adicién y la sustraccion, el numero de lugares decimales debe considerarse
cuando se determina cuantas cifras significativas se van a indicar.

Cuando se suman o restan numeros, el nimero de decimales en el
resultado debe ser igual al numero mas pequerio de decimales en
cualquier término de la suma.

Por ejemplo, al sumar 123+5,35; |la respuesta seria 128 y no 128,35. En la suma
1,0001+0,0003=1,0004; el resultado tiene cinco cifras significativas, aun cuando uno
de los términos en la suma, 0,0003, soélo tiene una cifra significativa. De igual modo, en
la sustraccién 1,002-0,998=0,004, el resultado tiene sé6lo una cifra significativa aunque
un término tiene cuatro cifras significativas y el otro tiene tres.
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1.7) Problemas de aplicacion

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Un lote de construccion rectangular mide 100,0 pie por 150,0 pie. Determine el
area de este lote en m>.

R: 1.393 m?

La ley de Newton de la gravitacion universal es: F'=G——, en la cual F es la
r

fuerza de la gravedad, My m son las masas y r es una longitud. La fuerza tiene las
unidades kg. %2 del Sl. ;Cuales son la unidades Sl de la constante G?

R: [6]=-

sk

Un galén de pintura (volumen = 3,78 10° m®) cubre un area de 25,0m?. ;Cual es el
espesor de la pintura en la pared?

R:1,51x10* m

Una piramide tiene una altura de 481 pie y su base cubre un area de 13,0 acres (1
acre = 43.560 pie?). Si el volumen de una piramide esta dado por la expresion
V' =(1/3)Bh, donde B es el area de la base y h es la altura, encuentre el volumen

de esta piramide en metros cubicos.
R: 2,571x10° m®

El radio medio de la Tierra es 6,37x10°m y el de la Luna es de 1,74x10%cm. Con
estos datos calcule, (a) La proporcidén entre el area superficial de la Tierra y la de
la Luna y (b) la proporcién de volumenes de la Tierra y de la Luna. Recuerde que

el area de la superficie de una esfera es 477> y su volumen es (4/3)m.
R:a) 13,4, b) 49,1

Considere 60 latidos del corazén humano por minuto y calcule el numero de
latidos durante una vida promedio de 70 afios.

R: 220,752x10’

En 1.946 se determiné la distancia de la Tierra a la Luna usando un radar. Si el
viaje ida y vuelta de la Tierra a la Luna le toma al haz del radar 2,56s. 4Cual es la
distancia de la Tierra a la Luna? (la velocidad de las ondas del radar es
3,00x10%m/s).

R: 384x10° m

Determine el numero de cifras significativas en los siguientes numeros: a) 23cm; b)
3.589s; c) 4.67x10°m/s; d) 0,0032m.

R:a)2, b)4,c)3, d)2

9
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9) Efectue las siguientes operaciones aritméticas: a) la suma de los numeros 756;
37,2; 0,83y 2,5; b) el producto 3,2 x 3.563; c) el producto 5,6 x .

R: a) 796, b) 1,1x10* ¢) 17

10) Un granjero desea medir el perimetro de un campo rectangular. La longitud de los

lados largos es 38,44m y la longitud de los lados cortos, 19,5m. ;Cual es la
longitud total alrededor del campo?.

R: 116 m

10
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Tema 2: INTRODUCCION A TRIANGULOS.

DEFINICION: dados tres puntos A, B y C, que no pertenezcan a una misma recta, se
Ilama tnangulo ABC a la figura plana formada por el conjunto de los angulos convexos

Fig. 2-1

2.1) Clasificacion de los triangulos.

Segun los lados: Equilateros: cuando tienen sus tres lados iguales. Isésceles: cuando
tienen dos lados iguales y uno desigual llamado base. Escalenos: cuando tienen sus

tres lados desiguales.

EQUILETERO ISOCEI_ES ESCELEN o
Fig 2-2

Segun los angulos: Rectangulos: cuando tienen un angulo recto. Acutangulo: si tienen
sus tres angulos agudos. Obtusangulos: cuando tienen un angulo obtuso.

A AM
= EE/\L H )

RECTANGIILO ACTTANGTLO OB TIS4HGULO

Fig. 2-3

2.1.1) Suma de los angulos interiores de un triangulo.

Si medimos los angulos interiores de un triangulo y sumamos los valores obtenidos,
veremos que la suma es igual a 180°. Para afirmar esta propiedad demostraremos el
siguiente Teorema.

1"
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TEOREMA: la suma de los angulos interiores de un triangulo cualquiera es igual a
180°.

H) Se tiene un triangulo ABC

donde A, Z?y C son angulos interiores
T) A+B+C=180° Fig. 2-4

D) Dibujando por el vértice A la recta p paralela a BC, se forman los angulos
consecutivos B, 4 y Y cuya suma forma un angulo de 180°.

B+A+Y=180° (2.1)

Pero B =B por alternos internos entre las rectas paralelas p y BC y la secante AB

yY =C por alternos internos entre p y BC y la secante AC. Reemplazando en (2.1) los

valores de B y Y, resulta: A+B+C =180°

CONSECUENCIAS:

1) Si en un triangulo, un angulo es recto u obtuso, los otros dos son agudos.

En efecto: si uno de los otros dos angulos fuese recto u obtuso los tres angulos
sumarian mas de 180°, lo cual es imposible por el teorema anterior. Luego esos dos
angulos son agudos.

En simbolos: Si 4=90° B y C son agudos

Si 4> 90° (obtuso), B y C son agudos

Fig. 2-5

ll) Si en dos triangulos, dos angulos son respectivamente congruentes, los terceros
también son congruentes (entiéndase por congruencia a la igualdad).

12
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B C B’ C’
Fig. 2-6

En efecto: los terceros angulos tienen el mismo suplemento, que es la suma de los
otros dos.

. A Ar
En simbolos: Si A=A
A A
y B= DB
A A
es C = C’ por ser suplementarios de (A +B)y (A" +B")
respectivamente.

2.1.2) Angulo exterior.

Se llama angulo exterior de un triangulo a cada uno de los angulos adyacentes

a los angulos interiores del mismo. B es exterior al triangulo ABC, pues B y B son
adyacentes.

Fig. 2-7

B C

OBSERVACION: todo triangulo admite 6 angulos exteriores.

TEOREMA: todo angulo exterior es congruente con la suma de los interiores no
adyacentes.

H) Dado el triangulo 4BC
y siendo Y angulo exterior
T)y=A+B
D) Por ser Y exterior al triangulo AE’C, por hipotesis y por definicion de
angulo exterior, resulta que:
B

y+ C =180° (adyacentes)

Fig. 2-8
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Ademas A+ B+C =180° (Teorema de los angulos interiores)

Pero los segundos miembros son iguales, por lo tanto los primeros también lo seran:
y+C=A4+B+C

y como C=C (por propiedad reflexiva)

= i+h

CONSECUENCIA: en todo triangulo un angulo exterior es mayor que cualquiera de los
interiores no adyacentes al mismo.

En efecto, como todo angulo exterior es congruente con la suma de los dos
angulos interiores no adyacentes, resulta evidente que sera mayor que cada uno de
€s0s angulos interiores.

2.1.3) Propiedades de los triangulos isésceles y equilateros.
Triangulo isésceles: Consideremos un triangulo isosceles cualquiera y verifiquemos

con un transportador el valor de cada uno de los angulos opuestos a los lados iguales
al triangulo.

A
Se constatara entonces, que estos dos angulos son iguales.
Esta comprobacion puede efectuarse en cualquier triangulo
isdsceles; en consecuencia puede generalizarse, aceptando
el siguiente postulado:
B C
Fig. 2-9

POSTULADO DE LOS TRIANGULOS ISOSCELES: En todo triangulo isésceles, a los
lados iguales se le oponen angulos iguales.

OBSERVACION: Este postulado también puede enunciarse asi: Los dngulos de la
base de un triangulo isésceles, son iguales.

En simbolos:

Si el triangulo ABC tiene AB = AC

A

es B=C

Triangulos Equilateros: como los triangulos equilateros tienen sus lados iguales por
definicion, puede comprobarse que sus angulos opuestos también lo seran: por ello
puede enunciarse lo siguiente.

14
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PROPIEDAD DE LOS TRIANGULOS EQUILATEROS: los angulos de todo triangulo
equilatero son iguales y miden, cada uno, 60 grados.

Si el triangulo ABC tiene CB=CA= AB

es A=B=C=60° Fig. 2-10

2.1.4) Relaciones entre lados y angulos de un triangulo

TEOREMA: Si en un triangulo dos lados son desiguales, a mayor lado se le opone
mayor angulo.

H) Sea el triangulo ABC : donde BC > 4B
A opuesto al lado BC

C opuesto al lado AB

T)A>C

D) Se sabe por hipétesis que BC >E3, luego
podemos dibujar el lado menor sobre el lado mayor, a
partir del vértice B, resultando el punto P interior al

segmento BC y ademas: AB = BP

Se une A con P Py se tiene que el triangulo
ABP es isésceles pues AB = BP por construccién.

Fig. 2-11

= a =o' Por el postulado de los triangulos isésceles.
y como A> o, resulta A>a'

Enel APC: o' >C por ser a' angulo exterior

luego A>a'>C

de donde A > C por caracter transitivo de la desigualdad de los angulos.

POSTULADO: en todo triangulo, cualquier lado es menor a la suma de los otros dos.
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2.2) Triangulos rectangulos.

Conviene recordar que todo triangulo que tiene un angulo
recto, se llama triangulo rectangulo.

Fig. 2-12

Los lados que forman el angulo recto, se llaman catetos y el lado opuesto al
angulo recto, hipotenusa.

2.3) Igualdad de triangulos por congruencia.

La experiencia nos indica que, dado un triangulo ABC, si lo colocamos en papel
transparente, se obtiene otro triangulo A'B’C’, que tiene sus tres lados iguales a los
del primero y también los tres angulos iguales a los del ABC. Se dice entonces, que
los triangulos ABC y A'B’C’, son iguales o congruentes.

DEFINICION: Dados los triangulos ABC y A'B'C’, se dice que son congruentes
cuando los lados y los angulos del primero son respectivamente congruentes a los
lados y angulos del segundo. O bien, dos triangulos son iguales o congruentes,
cuando puede deducirse uno de otro por un movimiento de traslacion y/o rotacion.

5 AB=A'B'
ST BC =B'C'
s e N i<
A c ABC=aBC{ .
A=A
Al c' A A
T (e b5
e C=C
5
Fig. 2-13

2.3.1) Propiedad de la congruencia de triangulos.
Como toda igualdad, goza de las siguientes propiedades:

PROPIEDAD REFLEXIVA: Todo triangulo es congruente a si mismo.

En simbolos:

ABC = ABC
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PROPIEDAD SIMETRICA: Si un triangulo es congruente a otro, este es congruente al
primero.

En simbolos:
ABC=A'B'C'
A'B'C'=ABC

PROPIEDAD TRANSITIVA: Si un triangulo es congruente a otro y este a su vez es
congruente a un tercero, el primero es congruente al tercero.

En simbolos:
ABC = MNP| . )
R . tABC = XYZ
MNP = XYZ

CONSECUENCIA: Dos triangulos congruentes a un tercero, son congruentes entre si.

En simbolos:
ABC = XYZ | - R
R _ tABC = MNP
MNP = XYZ

2.4) Criterios de congruencia.

Los criterios de congruencia son las condiciones necesarias y suficientes para
saber cuando dos triangulos son congruentes.

Por definicién, puede decirse que dos triangulos son congruentes cuando lo
son sus 6 elementos respectivamente. Pero esta condicién no es independiente, pues
basta que se cumpla la congruencia de algunos de sus elementos para que se
verifiquen automaticamente la de los restantes. Como comprobaremos enseguida,
puede afirmarse que, en general, dos triangulos son congruentes, cuando lo son
respectivamente 3 de sus elementos, entre los cuales figure, por lo menos, un lado.
Ud. puede comprobarlo graficamente.

ler CRITERIO: Si dos triangulos tienen dos lados y el angulo comprendido
respectivamente congruentes, son congruentes.

En simbolos:
BA=B'A'
BC=B'C'\ABC=A'B'C'
B=01
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2do CRITERIO: Si dos triangulos tienen un lado y dos angulos respectivamente
congruentes son congruentes.

En simbolos:
AB=A'B'
A=A ‘ABC=ABC
C=C

3er CRITERIO: Si dos triangulos tienen sus lados respectivamente congruentes son
congruentes.

En simbolos:
AB=A'B'
BC=B'C'SABC = A'B'C"
AC=A'C'

4to CRITERIO: Si dos triangulos tienen dos lados y el angulo opuesto al mayor de
ellos, respectivamente congruentes, son congruentes.

En simbolos:

CA=4C
AB=A'B
C=C " lypc=abcC
siendo
AB > AC
AB'>AC

2.5) Triangulos Semejantes.

En un triangulo ABC, tracemos
una paralela al lado BC, que corte a los E
otros dos lados en D y E. (Fig. 2-14).

1°) Los angulos de los triangulos ABC vy oo
ADE son iguales. D E

~ A A A A E

A es comun, B=D y C=FE (angulos ’ &
correspondientes entre paralelas). "
2°) Existe proporcionalidad entre lados: Fig. 2-14
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AB _AC _BC
AD AE DE

Los triangulos ABC y ADE se dice que son semejantes. Observemos que son
los lados opuestos a angulos iguales los que son proporcionales, y los llamaremos
lados homologos.

DEFINICION: Dos triangulos se llaman semejantes cuando tienen sus angulos iguales
y sus lados homologos proporcionales. Se llama razén de semejanza la razén de dos
lados homologos.

De lo anterior, se puede deducir:

TEOREMA FUNDAMENTAL: Toda paralela a un lado de un triangulo determina un
segundo triangulo semejante al primero.

(Nombraremos siempre dos triangulos semejantes leyendo los vértices de los angulos
iguales en el mismo orden. Por ejemplo: ABC y ADE)

NOTA: Sean AD'E’ y A’D”E” dos triangulos obtenidos desplazando el triangulo ADE.
Estos triangulos son, evidentemente semejantes al ABC (ver figura 2-14).

2.5.1) Casos de semejanza de triangulos.

La semejanza de dos triangulos lleva consigo 3 igualdades de angulos y 2
igualdades de razones entre lados. Vamos a ver que para establecer la semejanza de
dos triangulos, bastan dos igualdades debidamente elegidas entre las cinco indicadas.
Cada grupo de estas dos condiciones indispensables se llama caso de semejanza.

1° caso: Sean dos triangulos ABC y A’B’C’, tales que:

A=Ay B=B (Figura 2-15)

Fig. 2-15

Transladamos el triangulo A’'B’C’ de manera que llegue a coincidir el angulo A
con 4 y sean D y E las posiciones respectivas de los vértices B’ y C’. El angulo D,

nueva posicién de B' es, por hipotesis, igual al B ; pero como estos dos angulos estan
en la posicidbn de correspondientes, las rectas BC y DE seran paralelas, y los
triangulos ABC y ADE son semejantes. Pero como los triangulos ADE y A'B’C’ son
iguales, el triangulo ABC sera semejante al A’'B’C’. De aqui el enunciado:
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Si dos triangulos tienen dos angulos respectivamente iguales, son semejantes.
En consecuencia, dos triangulos equilateros o dos triangulos rectangulos
isdsceles son siempre semejantes.

COROLARIQ: Si dos triangulos tienen sus lados paralelos o perpendiculares, son
semejantes.

2° caso: Sean dos triangulos ABC y A’'B’C’ tales que:

~ ~ AB  AC
A=Ay == =" (Fig. 2-16
VAH A@,(g )

C
Fig. 2-16

Transladamos el triangulo A’'B’'C’ de manera que coincida el angulo A' con su

igual A.SeanD y E las posiciones respectivas de los vértices B’y C’. Como AD y AB
son proporcionales a AE y AC, los lados DE y BC son paralelos y los dos triangulos
son semejantes. El triangulo ABC es, pues, semejante al AB’'C’ y:

Si dos triangulos tienen un angulo igual, comprendido entre lados proporcionales, son
semejantes. Por ejemplo: Dos triangulos isosceles que tengan igual el angulo en el
vértice, son semejantes.

3° caso: Sean dos triangulos ABC y A'B'C’ (Fig. 2-17), tales que sus lados sean
proporcionales. Por ejemplo:

A'B’ es 2/3 de AB, A'C’ es 2/3 de AC y B'C’ es 2/3 de BC:

AB _AC BC 2

AB AC BC 3
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Fig. 2-17

Llevemos A'B’ sobre AB y sea D la posicién que toma B’. Tracemos por D la
paralela a BC. Los triangulos ABC y ADE son, por consiguiente semejantes, y la razén
de sus lados es igual a la razén de semejanza: £:£=g. Dicho de otro modo,

AB AB 3
los lados AD, AE y DE valen respectivamente 2/3 de AB, de AC y de BC. Los
triangulos ADE y A’'B’C’ tienen sus lados iguales; luego los triangulos ABC y A’'B'C’ son
semejantes.

Si dos triangulos tienen sus lados respectivamente proporcionales, son semejantes.
Caso particular: triangulos rectangulos.

Sean dos triangulos ABC y A’'B’C’, rectangulos en A 'y A’ (Fig. 2-18) tales que:

AB _BC 22)

AB  BC

o
B
L Ne B
-

A_| [

Fig. 2-18

Llevemos B’A’ sobre BA y sea D la posicién que toma A’. Tracemos por D la
paralela a AC; los triangulos BDE y ABC son semejantes. Por lo tanto:

BD BE

ok (2.3)
AB  BC

Siendo iguales los primeros miembros de las igualdades (2.2) y (2.3) lo son
también los segundos; luego BE = B'C’. Los triangulos DBE y A'B’C’ tienen pues, la
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hipotenusa igual y un cateto igual; son iguales y por consiguiente ABC y A'B’C’ son
triangulos semejantes.

CONSECUENCIA: Si dos triangulos rectangulos tienen la hipotenusa y uno de sus
catetos proporcionales, son semejantes.

2.6) Problemas de aplicacion.

1) ¢Cuanto vale cada uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo
isdsceles?

R = 45°

2) Un angulo de un triangulo vale 64° y otro 32°. ;Cuantos grados corresponden al
tercer angulo y como se llamara el triangulo en razén de sus angulos?

R: Tercer angulo = 84°; Triangulo acutangulo

3) ¢Cuanto valdra cada uno de los angulos adyacentes a la base de un triangulo
isésceles, siendo el angulo opuesto 5/6 de un angulo recto?

R =52°30"

4) ;Cual es el valor del angulo opuesto a la base de un triangulo isésceles, siendo
que uno de los de la base vale 71° 13°?

R = 37°34°

5) El perimetro de un triangulo equilatero es igual a 45 cm. ; Qué longitud tendra cada
uno de sus lados?

R=15cm.

6) En el triangulo MNP, el angulo M = 55° 23’ y el N =81° 11". Calcular el valor del
angulo determinado por las bisectrices de los angulos dados. Corroborar el resultado
graficamente.

R =111°43’

7) Calcular los valores de los angulos 121, l§y C de un triangulo sabiendo que A es
el triple de B y B esel cuadruplo de C.

A A

R: A=127°3'31"13/17, B =42°31"10"10/17, C=10°35'17"11/17

8) ¢Es posible construir un triangulo isésceles tal que cada uno de sus lados iguales
sea igual 0 menor que la mitad de la base?

R: No, por cuanto no se verificab <a + c.

9) Calcular los valores de los angulos, By C de un triangulo sabiendo que 4 es el

C
triple de C y B es igual a la sexta parte de C.
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Sy A A

R: 4=129°36"; B=7°12"; C =43°12'

10) Calcular los valores de los angulos, Z§y C de un triangulo, sabiendo que Aes el
quintuplo de B y B el cuadruplo de C.

A A

R: A=144°, B=2g°4g C=7°12

11) Se sabe que la suma de tres de los angulos interiores de un trapezoide es igual a
277°31'. ¢ Cual es el valor del cuarto angulo?

R: 82°29’

12) En un tridngulo ABC se sabe que A=75° y B =35°. Calcular el valor del angulo
determinado por las alturas correspondientes a los lados a 'y b.

R:110°
13) Calcular el valor de los angulos l§y C de un triangulo sabiendo que C-A=44° y
que C-B=25°

A

R: A=39°, B=5g°y C=g3°

14) Calcular el valor de los angulos 21, f?y C de un triangulo sabiendo que A supera
a B en69° y Z?supera a C en51°.

15) Calcular el valor de los angulos, @, B, Y, O, € y T de la figura.
R:a=43° 3=118°
y=62°06=118°

€=62°y T =40°

16) Indicar Ia_scorﬂ;siones a las que se puede llegar acerca de la longitud de los
lados AB, AC y BC del triangulo ABC, en cada uno de los siguientes supuestos:
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A Respuesta :
a)B> A4 2 -

A oA a)AC > BC
b)B<C -

A A A b)AC < AB
c)A>B>C — — —
A ¢)BC > AC > AB
d)A>C -
e . d)BC > AB
B>C,4<C —_— = =
¢) B c ¢)AC > AB > BC

B>A,B>C —
/)B> 4, F)BC < AC < AB

17) Dada la figura, con f=145°y C =101°, establecer el valor de los angulos A yvy.
Ademas, determinar cual es el lado de mayor tamafo del triangulo ABC.

R: A=44° y=79°, AB

18) Cuando un rayo de luz se refleja sobre una superficie lisa, el angulo entre el rayo

incidente X—Py la superficie AB es igual al angulo entre el rayo reflejado ﬁ/jy la
superficie.

En la figura, B= 90°, C=75° y el rayo de luz forma un angulo de 40° con AB.
Completar la trayectoria del rayo de luz cuando se refleja sobre BC, sobre DC y de
nuevo sobre AB. ;Segun qué angulo se refleja sobre AB el rayo de luz la segunda
vez?

R: 70°

19) Dadas las dos bases B y b de un trapecio y su altura h, calcular las alturas de los
dos triangulos obtenidos prolongando los lados no paralelos del trapecio hasta su
punto de coincidencia. Utilice los siguientes datos: B = 40m; b =24my h =20m.

R: 100/3 m
24
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Tema 3: TRIGONOMETRIA.

3.1) Generacion de los angulos.

Si bien en el capitulo 2 ya hemos trabajado con angulos, en este capitulo
estudiaremos su definicién y sus sistemas de medida.

Los angulos se consideran como engendrados por una semirrecta mévil al girar
alrededor del origen. Es decir, un angulo es una medida de rotacion.

Asi por ejemplo, si la semirrecta OX gira alrededor del origen O, al pasar de la
posicion inicial a otra posicion OX’, describe el angulo XOX’, (Fig. 3-1-a) pudiendo dar
vueltas completas alrededor del origen (Fig. 3-1-b).

a) b)
Fig. 3-1

3.1.1) Signo de los angulos.

El angulo puede engendrarse de dos maneras o sentidos. En la figura 3-1-a,
unos de esos sentidos es el indicado por la flecha, el otro es el contrario.

Por convencién se adopta como positivo el que es contrario al movimiento de las
agujas del reloj.

En consecuencia, el angulo en trigonometria puede tener un valor positivo o
negativo. Por ejemplo:

y=1.028°
£ =-798°

3.1.2) Medida de los angulos.

Recordemos que medir un angulo es compararlo con otro angulo que se toma
como unidad, o bien, es la razén entre el angulo dado y la unidad elegida.

Consideremos dos sistemas para medir angulos en un plano: los sistemas
sexagesimal y circular. El sistema sexagesimal es el mas empleado, utilizandose con
preferencia el circular en los planteos de caracter tedrico.

3.1.2.1) Sistema sexagesimal.

Se llama éangulo de un grado a la trescientos sesenta ava parte de un giro
completo. Sus submultiplos son el angulo de un minuto y el de un segundo.
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Grado, minuto y segundo no son unidades sino nombres para identificar las
particiones de un angulo.

giro completo

angulo 1° =
& 360
angulo 1 :M
60
dngulo 1" = <&ulo 1
60

De acuerdo a lo anterior se tiene:

1 angulo recto = 90°

1 angulo llano = 180°

1 angulo de un giro completo = 360°

La conveniencia de dar al giro completo el valor 360, radica en la gran

divisibilidad de dicho numero que, al dividirse por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 y multiplos de éstos,
las divisiones dan numeros enteros. Ello permite el manejo de los angulos mas
caracteristicos a través de numeros de facil operacion y retencién mental, por ej.: 30°,
60°, 45°, 90°, 180°. Lo mismo ocurre con la particiéon del grado en 60 minutos y del
minuto en 60 segundos.

3.1.2.2.) Sistema circular.

El angulo central correspondiente a un arco de longitud igual al radio de la
circunferencia recibe el nombre de angulo de un radian

Un angulo es de un radian si la A
longitud del arco AB es igual a la
longitud del radio OB

- . AB
Luego; angulo = arco dividido el radio. 6 = —
r

Considerando una circunferencia como un arco cuyo angulo central es de 360°
y teniendo en cuenta que la longitud de la circunferencia rectificada se expresa por la
formula C = 2xr, es decir, 6,2832 radios, se tiene que, a un angulo de 360°
corresponden 6,2832 radianes. Tal como en el caso del grado, el radian no constituye
una unidad de medida sino que es simplemente un nombre para identificar que un
determinado numero es la magnitud de un angulo.

Es decir;
360° = 2 nw radianes

Por lo tanto:
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180° =7 radianes

90° = % radianes

En este sistema, los angulos resultan representados en general por niumeros
reales (es decir decimales), algunos incluso irracionales como el numero T o sus

multiplos y submultiplos. De alli la inconveniencia del sistema circular como sistema
practico de medida de angulos.

3.1.2.3) Conversion del sistema sexagesimal al circular y viceversa.

) Expresar grados sexagesimales en radianes.

Sabemos que:

un angulo de 360° equivale a 2x radianes

Luego:

un angulo de 1° equivale a 2—ﬂradianes
360
, o . 2ra o .
un angulo a® equivale a —— = ——radianes
360 180

Por lo tanto, un angulo o.° expresado en radianes ( o) es:

o

a, = ”ao radianes 3.1)

Es decir, para reducir un angulo expresado en grados sexagesimales a radianes
basta multiplicar dicha cantidad por el niumero = y dividir el resultado por 180.

Ejemplos

1°) Expresar en radianes el angulo de :

a) 30°
Teniendo en cuenta la ecuacién (3.1) y que el angulo o es igual a 30°, se tiene:
7 30° : 4 .
o, = radianes = — radianes
180° 6

b) 60°

o

T
Resulta: a, =

radianes = z radianes
180° 3
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c) 120°
Resulta: a, = z 1§?O radianes = g;r radianes
d) 210°
Resulta: a, = ﬂ 2130 radianes = %n radianes

2°) Expresar en radianes el angulo de 24° 10" 14”

Vamos a reducir los minutos y segundos a fraccién de grado.

o =24010'14" =240 [ 10) L[ 14
60) "\ 60.60

o =24°+0,167+0,0039 = 24,1709

Luego:

T 24,1709

o, = =0,4219 radianes
180°

3°) Expresar radianes en grados sexagesimales.

Despejando o°, de la formula (3.1):

o

_180°a,
T

(3.2)

Es decir, para expresar en grados, minutos y segundos un angulo dado en
radianes basta multiplicar esta cantidad por 180° y dividir el resultado por el numero =.

OBSERVACION: Las formulas de transformacion (3.1) y (3.2) pueden reducirse a la
formula Unica:

180° a, =7 a® (3.3)

Para obtener luego las formulas (3.1) o (3.2) bastara despejar o, 0 a°,
respectivamente, de la ecuacién (3.3).

3.1.3) Problemas de aplicacién.

Convierta cada angulo de grado a radianes y exprese su respuesta en forma
decimal redondeando en dos decimales.
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1.0 =32° R: 0,56 radianes
2. =42°58 R: 0,75 radianes
3.y=60°14" R: 1,05 radianes
4.5=16°15"20" R: 0,28 radianes
5.€=50° R: 0,87 radianes
6. =20° R: 0,35 radianes

Convierta cada angulo de radianes a grados:

1. a=8,24 R: 472° 24" 09"
2. B=0,75 R: 42° 58’

3. =4 R: 229° 107

4. 5=0,37 R:21° 117 58"
5. €=0,57 R:32°39" 31"
6. p=5 R: 286° 28" 44"

3.2) Funciones trigonométricas o goniométricas.

Consideremos un angulo agudo cuyo vértice sea O (Fig. 3-2-a) y sobre uno de
sus lados, OQ levantemos perpendiculares tales como AB, A’'B’, A’B”, formandose
una serie de triangulos rectangulos, OAB, OA’B’, OA”B”, que son semejantes por
tener dos angulos iguales: el angulo en O por comun y el recto; luego, como los lados
homogéneos seran proporcionales resulta que se pueden establecer varias razones
iguales entre los catetos opuestos o adyacentes al angulo O y las hipotenusas
correspondientes.

C
Fig. 3-2 b a
A C B b)

Veamos algunas de dichas relaciones;
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AB A'B° A"B"  cateto opuesto 0]
= - = —= ~ = constante
04 04 0A cateto adyacente O

TRIGONOMETRIA

AB A'B'  A"B" cateto opuesto O
= = = = constante
OB OB OB hipotenusa

Por la semejanza de los triangulos, la razén entre un lado y otro en cada
triangulo es un numero sin dimensién (adimensional), constante, que es independiente

de las dimensiones de los lados del triangulo y dependiente unicamente del valor del
angulo.

Funciones trigonométricas o goniométricas son los nimeros adimensionales que
Se obtienen al calcular las razones entre los pares de lados de un triangulo rectangulo.

Estas funciones trigonométricas toman nombres particulares de acuerdo con las
siguientes definiciones:

3.2.1) Seno de un angulo agudo.

Se llama seno de un angulo de un triangulo rectangulo a la razén entre el cateto
opuesto a dicho angulo y la hipotenusa (figura 3-2-b).

~  cateto opuesto al B b
sen B = : =—
hipotenusa a
~  cateto opuesto al C
senC = P =

C
hipotenusa a
3.2.2) Coseno de un angulo agudo.

Se llama coseno de un angulo agudo de un triangulo rectangulo a la razén entre
el cateto adyacente a dicho angulo y la hipotenusa.

A

~ cateto adyacente al B
cos B= 4 =

hipotenusa

A

~ cateto adyacente al C
cos C = 4 =

hipotenusa

3.2.3) Tangente de un angulo agudo.

Se llama tangente de un angulo agudo de un triangulo rectangulo, a la razén
entre el cateto opuesto y el cateto adyacente a dicho angulo.

. cateto opuesto al B b

tg B = p ~ =
cateto adyacente B ¢

~  cateto opuesto al C ¢

tg C = p = = —
cateto adyacente C b
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3.2.4) Cotangente de un angulo agudo.

Se llama cotangente de un angulo agudo de un triangulo rectangulo, a la razén
entre el cateto adyacente y el cateto opuesto a dicho angulo.

~  cateto adyacente B ¢

cotg B= ~=—
cateto opuesto al B b

- cateto adyacente C b

cotg C = 4 ~=—
cateto opuesto al C ¢

3.2.5) Secante de un angulo agudo.

Se llama secante de un angulo agudo de un triangulo rectangulo, a la razén entre
la hipotenusa y el cateto adyacente a dicho angulo.

n hipotenusa a
sec B= P ~=—
cateto adyacente al B ¢
A hipotenusa
sec C= P =

~

a
cateto adyacente al C b

3.2.6) Cosecante de un angulo agudo.

Se llama cosecante de un angulo agudo de un triangulo rectangulo, a la razén
entre la hipotenusa y el cateto opuesto a dicho angulo.

hipotenusa

- a
cosec B = ~=—
cateto opuesto al B b

A hipotenusa a
cosec C = P —=—
cateto opuesto al C ¢

Obsérvese que cotangente, secante y cosecante son las razones inversas a
tangente, coseno y seno, respectivamente.

3.3) Funciones en la circunferencia trigonométrica.

Consideremos un angulo variable a y sea OX" una semirrecta que corta la
circunferencia trigonométrica, de centro O en el punto M (ver figura 3-3). Desde este
punto se traza el segmento MN perpendicular al eje X, obteniéndose los segmentos:

ON = x, que llamaremos abscisa
NM =y, que llamaremos ordenada

OM =r, que llamaremos radio vector

Obsérvese que al girar la recta OX, para cada punto de la circunferencia varia o
y varia también la abscisa y la ordenada, no asi el radio vector.
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Con la abscisa, la ordenada y el radio vector se pueden formar seis razones:

analogas a las que obteniamos al definir el seno, el coseno, la tangente, etc., de un
angulo agudo.

En consecuencia, aceptamos por definicion que:

ordenada y
seng=——m—="—
radio vector r o
abscisa x (\\
coso=————=—
radio vector r M
ordenada 'y v et
Igo = ———== ¥
abscisa  x -
. T 2 o]
abscisa X o,
colgog=———=—
ordenada 'y
radio vector r
secqx=—————=— M
abscisa X _
J Fig. 3-4
radio vector r
cosecol =————— = —

ordenada y

En cuanto a los signos de x, y, y r se acepta la siguiente convencioén: el radio
vector, que es constante, sera siempre positivo. La abscisa y la ordenada que son
variables, seran positivas o negativas segun tengan igual o distinto sentido que la
abscisa y la ordenada que corresponden a un angulo del primer cuadrante, las que
supondremos siempre positivas.

3.3.1) Signos de las funciones trigonométricas en los cuatro cuadrantes.

Fijada la posicién de un angulo y determinados el radio vector, la abscisa y la
ordenada correspondiente, éstas pueden ser positivas 0 negativas segun el cuadrante
en el que se encuentre el radio vector. Claro esta que el radio vector es siempre
positivo por convencion y por lo tanto, los signos de las funciones trigonométricas
dependeran exclusivamente del signo de la abscisa y de la ordenada correspondiente.
En efecto: el seno, por ejemplo, esta definido por una razén en la que el consecuente
es el radio vector, siempre positivo, por ello su signo es el del antecedente, es decir el
de la ordenada.

Regla de signos para las funciones trigonométricas

1. El signo del seno y cosecante es el mismo que el de la ordenada.
2. El signo del coseno y secante es el mismo que el de la abscisa.

3. La tangente y la cotangente son positivas cuando la ordenada y la abscisa tienen
el mismo signo y son negativas en caso contrario.
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Para recordar presentemos estos graficos:

I1 I I1 I II I
+ + - + - +
- - _ + + -
I1I IV I IV I IV
&) sano y cosacants L) cosano y sacanis ) taigenta y cotangants
Fig. 3-4

3.4) Relaciones entre las funciones trigonométricas.
3.4.1) Formulas fundamentales.

TEOREMA: La suma de los cuadrados del seno y del coseno de un mismo angulo es
igual a la unidad.

Consideremos un angulo cualquiera o

2

sen(x:Z:senZomy—2
r r

2
X ;X

cos o =—=>cos’o=—
r r

Fig. 3-5

Sumando miembro a miembro estas igualdades, resulta;

X +x
+ =2

<

2 2 2 2
2
sen2a+cos o= 5

N|

2

r r

~

Pero, por el teorema de Pitagoras aplicado al triangulo rectangulo O P Q,

y2+x2:r2
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luego:

2

2 2. T
sen o+ cos OC——2
r

sen’o+cos’a =1 (3.4)

COROLARIOS: Esta igualdad, llamada también Relacion Pitagérica nos permite
calcular el seno en funcion del coseno, o bien el coseno en funcién del seno.

En efecto, de la ecuacion (3.4):

sen*a =1—cos’ a

sen o =+\J1—cos’ a

o bien
cos’ a =1-sen’a

cos a = +\1—sen’a

3.4.2) Relacion entre la tangente, el seno y el coseno.

Sabemos que

sen o = Y
r
y que
X
cos o = —
r
Dividiendo miembro a miembro
seno _yr
cosa r x

Luego

sena _y (3.5)
cos @ X

Pero, por definicion de tangente se sabe que
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wa=2  (36)
X
De (3.5) y ( 3.6 ) se deduce
sen o
1g o= (3.7)
cos

Luego, la tangente de un angulo es igual al cociente entre el seno y el coseno de
dicho angulo.

3.4.3) Relacion entre la cotangente, el seno y el coseno.

Sabemos que

X
Ccos o =—
r
sen o =X
r
Dividiendo miembro a miembro
cCos o X r
sen o r y
O bien
cos o X
=— (3.8)
sen oy

Pero por la definicién de cotangente se sabe que
cotg a= X (3.9)
y

De (3.8) y (3.9) se establece que

cos o

cotg o= (3.10)

sen o

Es decir, /a cotangente de un angulo es igual al cociente del coseno y el seno
de dicho angulo.

Vale decir, que la cotangente de un angulo es igual a la inversa de la tangente
del mismo y reciprocamente, es decir:

cotg azi (3.11) y Ig a=
1ga

(3.12)
cotg o
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3.4.4) Relacion entre el coseno y la secante.

Por definicion

X
cos o=—
r
r
sec . =—
X
entonces: sec o= (3.13) y cos o = (3.14)
cos o, sec a

es decir que el coseno de un angulo es igual a la inversa de la secante del mismo y
reciprocamente

3.4.5) Relacion entre la cosecante y el seno.

Analogamente, puede deducirse que

sen o =; (3.15) y cosec o = (3.16)

cosec o sen o
La cosecante de un angulo es igual a la inversa de su seno y reciprocamente.
3.4.6) Recapitulacion.
Las relaciones entre las funciones trigonométricas que se han establecido
reciben el nombre de formulas fundamentales y vamos a consignar a continuacion las

principales:

1) sen’a+cos’ a =1

seno
2) 1ga =
coso
5) cosec a =
sen o
cos o
3) cotg o=
sen o
4) sec o =
cos o

3.5) Representacion geométrica de las funciones trigonométricas a través
de segmentos.

Consideremos un arco AM (fig. 3-6), perteneciente a una circunferencia
trigonométrica de centro O y radio r, unidad, y sea o el angulo central
correspondiente.
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El punto A se llama origen del arco; el radio OM, radio vector, y el punto M se
llama extremo libre del arco a.

v
F 3
/E
T
P54 a
pla "X
t
Fig. 3-6

Dibujemos MP 1 a OA, luego por definicién:

sena=ﬂ=%=mecﬁda PM

oM r
cos o, =i=£=mecﬁda OP
OM r

En consecuencia:

El seno de un angulo es la medida, respecto al radio (que es la unidad), del
segmento perpendicular al eje de las abscisas trazado desde el extremo libre.

El coseno de un angulo es la medida, con respecto al radio, del segmento del eje
de las abscisas, comprendido entre el centro y el pie de la perpendicular a dicho eje
trazada por el extremo libre.

Tracemos ahora las tangentes a la circunferencia por los puntos A y B; a la
tangente geométrica t, trazada por el punto A, la llamaremos eje de las tangentes, y a
la t’, trazada por el punto B, gje de las cotangentes. Prolonguemos el radio vector que
pasa por el extremo libre hasta cortar a esas tangentes en los puntos T y C,
respectivamente.

Por definicién y por semejanza de triangulos se tiene:

Igo=—=—= = medida AT

cotg a:@:]ﬂl:E:BC=mecﬁda B_C
PM ON OB r
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Por lo tanto:

La tangente de un angulo es la medida, respecto al radio, del segmento de eje de
las tangentes, comprendido entre el extremo A y la prolongacion del radio vector que
pasa por el extremo libre del arco a.

La cotangente de un angulo es la medida, respecto al radio, del segmento de gje
de las cotangentes comprendido entre el punto B y la prolongacién del radio vector
que pasa por el extremo libre del arco dado.

sec a=014=0_T=OT=medida or
OP 04 r

cosec a=OM =0_M =0_C=OC = medida OC
PM ON OB r

Luego:

La secante de un angulo es la medida, respecto al radio, del segmento del radio
vector comprendido entre el centro y el eje de las tangentes.

La cosecante de un angulo es la medida, respecto al radio, del segmento del
radio vector comprendido entre el centro y el eje de las cotangentes.

En resumen, los segmentos PM, OP, AT, BC, OT Y OC son las representaciones
geométricas del seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante de un
angulo, respectivamente. No obstante, entiéndase bien, las medidas de dichos
segmentos, respecto al radio, son los valores de las funciones trigonométricas.

3.6) Variaciones de las funciones trigonomeétricas.
3.6.1) Variaciones del seno.

En una circunferencia trigonométrica de centro O consideremos un angulo
variable, a. La medida del segmento PM, varia en el primer cuadrante, desde 0 hasta

1 (medida del radio); en el segundo cuadrante desde 1 hasta 0; siempre de una
manera continua, es decir, pasando por todos los valores intermedios. Esto es:

sen0° =0

%0 | } Valor sen a crece al pasar oo de 0° a 90°.
sen 90° =+

180° = 0 } Valor sen a decrece al pasara de 90° a 180°.
sen =

270° = -1 } Valor sen a decrece al pasar oo de 180° a 270°.
sen =-

360° = 0 } Valor sen a crece al pasar aode 270° a 360°.
sen =

Puesto que el valor del seno de a esta dado por la medida del segmento PM con
respecto al radio, puede comprobarse nuevamente, ahora de la Fig. 3-6, que el signo
es positivo en el 1° y 2° cuadrante y negativo en el 3° y 4°. En consecuencia, el valor
maximo del seno es +1 y el minimo —1.

Cuando el angulo a sobrepasa los 360°, el punto M pasara de nuevo en el mismo
orden, por todas las posiciones anteriores y por lo tanto los valores del seno se
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repetiran cada 360° , por lo que se dice que la funcion seno es periédica y que su
periodo es de 360°.

Representacion grafica de la funcion y = sen «

VVamos a representar graficamente la funcion y = sen « para poner en evidencia
la variacién del seno.

Para ello dibujemos una circunferencia trigonométrica que dividiremos de 30° en
30° ( 12 partes iguales); a su derecha prolongamos el eje de las x; del cual tomaremos
una longitud igual a la circunferencia rectificada (es decir su perimetro), dividida en 12
partes iguales, representativas de las partes en que se dividié a la primera. Por los
puntos 1,2,3, etc., trazamos paralelas al eje x hasta las perpendiculares al eje x
trazadas por los puntos correspondientes (para el 1, 30°; para el 2, 60°, etc.). Luego,
se unen los puntos establecidos con un trazo continuo, la curva que se origina recibe
el nombre de sinusoide o senoide (figura 3-7).

7 2072407 2703007 2307 360°
00 GO° Q0° 42074507 80°

3.6.2) Variaciones del coseno.

Consideremos un angulo o variable, referido a una circunferencia trigonometrica
de centro O.

Al variar o de 0° a 360°, la medida del segmento OP (figura 3-6) variara de la
siguiente manera:

En el primer cuadrante, desde 1 (medida del radio) hasta 0; en el segundo
cuadrante, desde 0 hasta —1; en el tercer cuadrante, desde —1 hasta O, y en el cuarto
cuadrante, desde 0 hasta 1. Claro esta que esta variacidon del coseno se efectua en
forma continua pasando por todos los valores intermedios.

Dado que el valor del coseno de o es la medida del segmento OP, con respecto
al radio, puede comprobarse, observando la figura 3-6, que el signo es positivo en el
primer cuadrante y en el cuarto, y negativo en el segundo cuadrante y en el tercero.

La variacion del coseno es, pues:

cos 0° =1, decrece hasta 90°
cos 90° = 0, decrece hasta 180°
cos 180° = -1, crece hasta 270°
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cos 270° =0, crece hasta 360°

cos 360° =1

El valor maximo del coseno es (+1) y el valor minimo, (-1).

Los valores del coseno se repiten en el mismo orden después de los 360°. Es
decir, la funcién coseno es periodica, siendo su periodo 360°.

Representacién grafica de la funcién y = cos a

Se obtiene la curva representativa de la funcién procediendo como en el caso del
seno.

-‘-\-\“'\. ._-__,.,-"
1507 \ /
] 120° 5099 800 24 092 40° /
150 307 G0% G0° /?m 300° 230° 360°
240m \ /
e
Fig. 3-8

Las diferentes medidas del coseno se llevan sobre las perpendiculares al eje de
las abscisas. La curva obtenida recibe el nombre de cosinusoide o cosenoide (figura 3-
8), la curva adquiere la misma forma a partir de los 360° (periodo).

Se observa, ademas, que la cosinusoide es la misma sinusoide desplazada (o
desfasada) 90°.

¥
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OBSERVACION:: Las curvas sinusoide y cosinusoide son representaciones graficas
de fendmenos oscilatorios denominados arménicos (ver item 3.7.1).

3.6.3) Variaciones de la tangente.

Supongamos un angulo a, variable, referido a una circunferencia trigonométrica
de centro O. Sabemos que el valor de la tangente esta dado por la medida del
segmento AT (ver figura 3-6), con respecto al radio, variando del siguiente modo:

En el primer cuadrante desde 0 hasta «; en el segundo de -« a 0; en el tercero
de 0 a w; y en el cuarto de -« a 0. Observando la figura 3-6 se comprueba que el signo
de la tangente es positivo en el primer y tercer cuadrante y negativo en los restantes.

Conviene hacer notar la discontinuidad de los valores de la tangente. En efecto,
al variar un angulo desde 0° a 90°, la tangente pasa de 0 a +«; de 90° a 180°, pasa de
-0 a 0; de 180° a 270°, pasa de 0 a +o0; 270° a 360°, pasa de —o a 0. Es decir que la
tangente pasa bruscamente de +w a - en los 90° y en los 270°.

1g0° =20
tg (90°- € ) > +wo pEl valor de tg o crece al pasar de 0° a (90°-€ ) (*)

(*) € es un angulo que se supone muy pequefio.

tg (90°+ € ) > —©
1g180° =0

g (270°-¢ ) > oo}
tg (270°+ € ) —> -oo}

tg 360° =0

Representacién grafica de la funcién y = tg

La imagen geométrica de la variacion de los valores de la tangente se obtiene
proyectando los puntos como el T de la figura 3-6, sobre las perpendiculares trazadas
al eje x por los puntos representativos de los angulos de 0°, 30°, 60°, etc. en que se ha
dividido la circunferencia trigonométrica. La curva obtenida se llama tangetoide, en
donde se observa no solo la discontinuidad de la tangente en los 90° y en los 270°,
sino también que el periodo es igual a 180° (figura 3-10).
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Fig. 3-10

3.6.4) Variaciones de la cotangente, secante y cosecante.

Para efectuar un estudio de las variaciones de las cotangentes, secantes y
cosecantes se procede como con la tangente, el coseno y el seno.

La imagen geométrica de la variacion de los valores de la cotangente recibe el
nombre de cotangentoide. Como la representacion de la tangente, es una curva
discontinua, siendo su periodo de 180° (figura 3-11).

|

|

i :
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I |

|

|

'
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Y
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|

h

!
!

l:iTI

NS
‘u.

Fig. 3-11

También son discontinuas las curvas de la secante (secantoide) y de la
cosecante (cosecantoide), como se puede apreciar en las graficas correspondientes
(figuras 3-12 y 3-13 respectivamente). Obsérvese que en ellas no existen valores
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menores que +1 cuando es (+) y al mismo tiempo mayores que —1 cuando es (-). El

periodo de las mismas es 2 7.

Representacion de la secante

Fig. 3-12

Representacién de la cosecante

e
—_—— e B e e e e
1
|||||| Eled o _
||||||||| bl - T
||||| — |- -
t T
— kN
|||||| ﬂ__.l:n_| e
|
— e e | T
|
|||||| |1_m_ e o —
|

Fig. 3-13
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3.7) Aplicaciones en fisica.
3.7.1) Movimiento oscilatorio armoénico.

Se dice que el movimiento de un cuerpo es oscilatorio cuando efectua
desplazamientos en uno y otro sentido alrededor de cierto punto fijo. En este caso el
estudio se realiza para un tipo especial de movimiento oscilatorio denominado
movimiento oscilatorio armdnico.

Movimientos aproximados de esta clase son: el de un cuerpo unido a un resorte,
el de un péndulo oscilando con amplitud pequefia y el movimiento de un pistén de
motor de automovil entre otros.

En cualquier tipo de movimiento ondulatorio (ondas mecanicas) las particulas del
medio en el cual se proponga la onda oscilan con movimientos arménicos o con una
superposicion de tales movimientos. Esto se cumple también para las ondas
electromagnéticas en el vacio, salvo que, en lugar de particulas materiales, las
magnitudes que oscilan son los campos eléctrico y magnético asociados con la onda.

Como ejemplo final, las ecuaciones que describen el comportamiento de un
circuito electrénico por el que circula una corriente alterna tiene igual forma que las del
movimiento armonico de un cuerpo material.

Puede verse asi que el analisis del movimiento arménico sirve de base para un
estudio posterior en diferentes campos de la fisica.

Las ecuaciones del movimiento arménico simple son susceptibles de la siguiente
interpretacion geométrica:

¥
——
FI

(a) (b) (c)
Fig. 3-14

Hagamos girar el segmento OQ de longitud igual a la amplitud de oscilacion A,
alrededor del punto fijo 0 con velocidad angular w.

En el instante t = 0 el segmento OQ formara con el eje horizontal un angulo igual
a la fase inicial 6o. El punto P es la proyeccidén de Q sobre el eje vertical y cuando gira
0OQ, el punto P oscila a lo largo de dicho eje.
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Representemos por y el valor de la elongacion o sea la longitud OP. En un
instante cualquiera t, el angulo formado por el radio OQ y el eje horizontal es igual a la
fase [ ot + 65] y se tiene (fig. 3-14-a):

y=A sen(wt+0,) (3.17)

La velocidad del punto Q es ®A y su componente vertical, igual a la velocidad de
P, es (Fig. 3-14-b)

v=w A cos(wt+06,) (3.18)

La aceleracién de Q es su aceleracién normal ®?A y su componente vertical,
igual a la aceleracién de P, es

a=-w" A4 sen(wt+6,)=-w’y (3.19)

El significado del signo menos es que la aceleracidén es negativa cuando el seno
de la fase es positivo y viceversa.

3.8) Relaciones de funciones trigonométricas respecto a angulos del
primer cuadrante.

En este punto sera de mucha ayuda conocer el valor del seno, coseno y
tangente de los angulos mas comunes del primer cuadrante. La tabla 3-1 condensa
estos valores.

0° 30° 45° 60° 90°
1

sen 0 /2 \/Eé */_% 1
S ANA

cos 1 5 5

& S

Tabla 3-I

3.8.1) Relacion entre las funciones trigonométricas de dos angulos
complementarios.

Recordemos que dos angulos son complementarios cuando su suma es igual a
un angulo recto.

Consideremos un angulo a del primer cuadrante, referido a una circunferencia
trigonométrica de centro O (fig. 3-15), que al determinar su abscisa y ordenada se

obtiene el triangulo rectangulo OMP. En este triangulo, el angulo OPM = L =90°-«,
pues los angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios.
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Pero

En consecuencia;

Y
i
P
g
o -
o M
Fig. 3-15
sen o= Z’. sen (QOO-Q) _ Cat..Op. (90 -a) _ z
r hipotenusa r
cos o, =£; cos (90° - a) = cat. c‘zdy. (90°-a) _Y
r hipotenusa r
2 a :Z; 1g (90°-a) = cat.op.(90° - a) _Xx
X cat.ady.(90°-a) y

cat.ady.(90°-a) _y
cat.op.(90°-a) x

cotg o = 1,‘ cotg (90° - o) =
y

hipotenusa  _ r
cat.ady.(90°-a) y

r
seco=—; sec(90°-a)=
X

hipot.
cosec o, = L; cosec (90°-a) = ipotenusa 1
cat.op.(90°-a) x

sen o = cos (90°—a)
cos o.=sen(90°—a)
tg a = cotg (90°—a) (3-20)
cotg o.=1g (90°—a)

sec a.= cosec (90°—a)

cosec 0. = sec (90°—a)

Por lo tanto, podemos enunciar:

El seno, la tangente y la secante de un angulo, son respectivamente iguales al coseno,
la cotangente y la cosecante del angulo complementario y viceversa.
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OBSERVACIONES:

1) El coseno, la cotangente y la cosecante deben su nombre a la propiedad anterior,
pues co-seno, co-tangente y co-secante significan precisamente, seno del
complemento, tangente del complemento y secante del complemento.

Suele designarse al coseno, a la cotangente y a la cosecante con el nombre de co-
funciones.

Il) Esta propiedad de las funciones de los angulos complementarios explica por qué
son iguales las funciones y las co-funciones respectivas de los angulo de 30° y 60°; 0°
y 90° y las de 45° cuyo complemento es el mismo angulo.

3.8.2) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos angulos
suplementarios.

Recordemos que dos angulos son suplementarios cuando su suma es igual a
180°.

Consideremos un angulo a del primer cuadrante referido a una circunferencia
trigonométrica de centro O, con lo que resulta que su suplemento (180°-a) pertenece
al segundo cuadrante. En la fig. 3-16 Se trazan por los puntos P y P’ las
perpendiculares al eje de las x, formandose dos triangulos rectangulos:

r =radio circunferencia trigonométrica

OMP = OM'P’ por tener: . n
POM = P'OM' =«

Luego: y'=+y, —x'=x

O bien: x'=—x

-

-

Fig. 3-16

Por lo tanto:
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sen (180°—a) =Y =Y sena
roor
cos (180°—a) X Y osa
r r
g (180°-a) =2 =2 =Y =104
-X X

(3-21)

!

cotg (180°—a) =x—,=i=—£=-cotga
y
sec (180°—a) =L'=L=—£=—Seca
X X

cosec (180°—a) = L' =L~ coseca
yoy

En consecuencia, se establece que:

Las funciones trigonométricas de dos angulos suplementarios son iguales en valor
absoluto pero de signo contrario, con excepcion de las funciones seno y cosecante,
que son iguales en valor absoluto y en signo.

3.8.3) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos angulos que
difieren en 90°.

Consideremos los angulos a y (a+90°), referidos a una circunferencia
trigonométrica de centro O (fig. 3-17).

Determinando sus correspondientes abscisas y ordenadas quedan formados:

5 . OB=0C =r
OAB = ODC rectangulos .
o =0CD
Luego:
DC =04 o sea V'=x
y OD = ABo sea -x'=y
O bien:

x'=-y
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o =
5 P’ P g
¥ ¥
R ~ 1 Y
Fig. 3-17
Por ello:
Sen(90°+a)=1=£=cosa
roor
cos(90°+a)=i=—y=—1=—sena
r r
tg(90°+a)=1,=i=——=—cotga
x -y

e invirtiendo se tienen relaciones analogas para las demas funciones.

3.8.4) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos angulos que
difieren en 180°.

Considerando a y (a+180°),referidos a una circunferencia trigonométrica de

centro O, y en los cuales se han determinado sus correspondientes abscisas y
ordenadas (fig. 3-18), quedan formados:

. . OM =OM' =r
OPM =OP'M'" rectangulos .
o =P'OM' por opuestos por el vértice

Luego
—x'=x obien x'=—x

—y'=y obien y'=—-y
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¥
A

-
r
Af I
y-
Fig. 3-18
Por lo tanto:
Sen(180°+a)=1=_—y=—sen o
r r
cos (180°+a)=£=_—x=—cos o (3-23)
ror
rg(180°+a)=1,=_—y=+rg o
x' -x

Invirtiendo se tienen las restantes funciones.
En resumen:

Las funciones trigonométricas de dos angulos que difieren en 180°, son iguales en
valor absoluto pero de signo contrario, con excepcion de la tangente y la cotangente,
que lo son en valor absoluto y en signo.

3.8.5) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos angulos opuestos o
simétricos.

Dos angulos son opuestos o simétricos cuando tienen igual valor absoluto y
signo contrario.

Consideremos en una circunferencia trigonométrica de centro O, los angulos
opuestos a y (-a), siendo OM 'y OM' los radio vectores (ver figura 3-19).

El segmento MM’ cortara al eje de las x en un punto P, con lo que queda

formado el triangulo isésceles MOM', en el cual OP sera la bisectriz. Pero, la bisectriz
en el angulo opuesto a la base de un tridngulo isésceles es a la vez altura y mediana.

Luego OP =x=x', W:y; PM'=y'; —y'=y obien y'=—y.
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Asi:

P2

A
r
¥
Jug
et * | P =
"!-"I
r
YN
Fig. 3-19
sen(—a)=1=_—y=—sen o
r r
cos(—a)=x—=z=cos o
r r

tg(~a)="-=">=—1g a
X X
: (3-24)
x' x
colg (—o) =— =—=—colg a

roor
sec(—0)=—=—=sec a
x' x

ror
cosec (—a) = — =——=—cosec o
Y

Por ello podemos enunciar:

Las funciones trigonométricas de dos angulos opuestos o simétricos son iguales en
valor absoluto y de signo contrario, con excepcion del coseno y la secante que son
iguales en valor absoluto y en signo.

3.8.6) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos angulos que
difieren en un muiltiplo de 360°

Dos

angulos que difieren en un multiplo de 360° (fig. 3-20) se llaman

congruentes y tienen la particularidad de tener coincidentes la posicién del radio

vector.
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"

/o]

Fig 3-20
Si estos angulos a y (a + n 360°) se refieren a una circunferencia
trigonométrica, les correspondera la misma abscisa y la misma ordenada, y por lo
tanto las mismas funciones trigonométricas.

Claro esta que sucedera lo mismo cuando a un angulo a se le reste 360°, o un
multiplo de 360°, cuya expresion es (n 360°).

Por ello:
Cuando a un angulo se le aumenta o se le disminuye en un multiplo de 360°, las
funciones trigonométricas del angulo que se obtiene seran iguales en valor absoluto y
en signo a las del primero.
3.8.7) Reduccion de un angulo al primer cuadrante.

Reducir un angulo cualquiera al primer cuadrante significa determinar un angulo
agudo comprendido entre 0° y 90° positivo, cuyas funciones trigonométricas sean
iguales en valor absoluto a las del angulo dado.Este problema tiene importancia para
la simplificacién de expresiones.

Se pueden presentar varios casos:

1°) El angulo dado esta en el sequndo cuadrante, es decir, esta comprendido entre 90°
y 180°.

Basta hallar su suplemento y tener en cuenta la regla de los signos para las
funciones trigonométricas.

Ejemplos: Calcular las funciones de 130° (fig. 3-21):
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Otros ejemplos:

sen 130° =sen (180°-130°) =sen 50°

cos 130°=-cos (180°-130°)=-cos 50°

tg 130°=-1g (180°-130°)=-1tg 50°

cotg 130° =-cotg (180°-130°) =-cotg 50°
sec 130°=-sec (180°-130°)=-sec 50°
cosec 130° =cosec (180°-130°) =cosec 50°

[ [

-
- = ¥
yl’
r

I

Fig. 3-21 Fig. 3-22

tg 100° =-tg (180°-100°) =-tg 80°
cos 99°10"=-cos (180°-99°10" ) =-cos 80°50'

2°) El angulo dado esta en el tercer cuadrante, es decir, esta comprendido entre 180° y

270° (fig 3-22).

Basta restar 180° al angulo dado y tener en cuenta la regla de los signos para
las funciones trigonométricas.

Ejemplos:

sen 230°=-sen(230°-180°) =-sen 50°

1g 190°=1g (190°-180°)=1tg 10°

sec 200° =-sec (200°-180° ) = - sec 20°

cos 220°=-cos (220°-180°) =- cos 40°

cotg 250° = cotg (250°- 180° ) = cotg 70°

cosec 260°23"' =-cosec (260°23'-180° ) = - cosec 80°23'

3°) Reduccion al primer cuadrante de un angulo del cuarto cuadrante, es decir,
comprendido entre 270° y 360°.

Basta restar el angulo dado a 360°, y tener en cuenta la regla de los signos
para las funciones trigonométricas.
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Ejemplos:

sen 300° =-sen (360°-300) =- sen 60°
cos 325°=cos (360°-325°) =cos 35°
1g 350°10"=-1g (360°-350°10" ) =-tg 9°50'

4°) El angulo dado es mayor que 360°.

Basta restar al angulo dado el mayor multiplo de 360° que contenga,
obteniéndose un angulo congruente con el dado, perteneciente a uno de los cuatro
cuadrantes

En cuanto a las funciones se tiene:

a) Si el angulo obtenido pertenece al primer cuadrante, todas las funciones
trigonométricas seran positivas.

b) Si en cambio, termina en uno cualquiera de los otros cuadrantes, el
problema se reduce a uno de los casos anteriores.

Ejemplos:

sen 780° = sen (780°-360°. 2 ) = sen 60° (1° cuadrante)
cos 1.000° = cos (1.000°-360° x 2) = cos 280° (4° cuadrante)
cos (360°-280°) = cos 80°
cos (1.540°-360°x 4) = cos 100° (2° cuadrante)
cos (90°+10°) = -sen 10°
1g 1.300° = 1g (1.300° - 360° x 3) = tg 220° (3° cuadrante)

= 1g (220°-180°) = tg 40°

cos 1.540°

3.8.8) Problemas de aplicacién.

1) Demostrar las siguientes igualdades:
a) sen 420° cos 390° + cos (-300°) sen (-330°) = 1
b) cos 570° sen 510° - sen 330° cos 390° =0
c) acos (90°x) + b cos (90°+x) = (a—b) sen x

2) Calcular el valor de x en las siguientes expresiones:

a) x = 0,5 cotg (-30°) + sec 135° - tg 330° R: —\/_—g
b) x =4 cos (-135°) + 0,5 sen (-120°) R:—2x/_—§
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c) x=0,25tg 210°- sec 180° + 0,5 cos 720° R: 1—\/2§+%
d) x =2 sen 750°- 0,5 tg (-240°) R: 1+§
1
e) x = cos (-840°) — cotg (570°) R == V3
f) x = sec (-300°) + tg (-315°) + cosec(-210°) R: 5
3
g) x = cotg 480° + cosec 135° + sec135 R: —T
h) x = sen (-45°) + tg (-45°) + sec 135° R: —%ﬁ -1
i) x = tg 480° + cosec 660° R: —gx/g
- B
J) x =2 sen 150° - 4 cos 240° - cotg 300° R: 3 +?
3) Verificar los siguientes resultados
a) sen[(9/2) n]=1
b) sen[(7/3) ] = g
c) cos[(5/2) An]=0
d) tg[(11/4) o] =-1
e) cotg[(7/6) 7] =3
4) Calcular el valor de x
a) x = (cotg 240° + tg 150°) / (1 - tg 240° tg 150°) R: 0
4
b) (cotg 120°-1) = x sen 60° cos 330° : —§(ﬁ+ 3)
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Tema 4: RESOLUCION DE TRIANGULOS.

4.1) Resolucién de triangulos rectangulos.

Resolver un triangulo rectangulo, es calcular los valores de los lados y angulos
desconocidos del mismo, en funcién de los que se conocen. Para ello, es
indispensable conocer dos elementos entre los cuales figure por lo menos, un lado.

4.1.1) Primer caso: Resolver un tridangulo rectangulo conociendo la hipotenusa y un
angulo agudo.

5! DATOS: a,B

Determinacion de b. INCOGHITAS: by ey S
b a
. b <
sen B=—=|b=asenB A i .
a
Determinacion de C . Fig. 4-1

Los angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios:

A A

B+C =90°=|C=90°-B

Determinacion de c.

A c A
cos B=—=|c=a cos B
a

Determinacién del valor de la superficie S en funcién de los datos.

S =% base altura

S=lc b:la cos B a sen B
2 2

S:% a’ sen B cos B

4.1.2) Segundo caso: Resolver un triangulo rectangulo dados un cateto y un angulo
agudo.

. .y A DATOS: ¢ B
Determinacion de C . INCOGHITAS. C.ab:5 2
A A A a

B+(C=90°= C=90°-B :
. .7 c b A
Determinacion de a.
c Fig. 4-2

A C A
coSB=—; a cosB=c= |a= =
a cos B
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Determinacioén de b.

tg B=—= |b=ctgB
c

Determinacién de la superficie S en funcién de los datos.

S=lcb
2
S=—ccltg B
S—lczt B
> g

4.1.3) Tercer caso: Resolver un triangulo rectangulo conociendo un cateto y la
hipotenusa.

Determinacion de B. DATOS: b 5
INCOGNITAS: B, ey 5
~ b ~ a .
sen B=—=|B=arcsen—
a a
Fig. 4-3 o - R

Determinacion de c.
Teniendo en cuenta un corolario del Teorema de Pitagoras, se tiene:

ct=a’-b*

c=+a’>-b’
c=1/(a+bﬂa—bi

Determinacion de C.

A c A c
cos C =—=|C=arc cos—
a a

Determinacién del valor de la superficie S en funcién de los datos.
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4.1.4) Cuarto caso: Resolver un triangulo rectangulo dados los dos catetos.

Determinacién de B .

C DA'I:OS:b;c
. b INCOGNITAS: B; C; ;3
arc tg B=— a
C L]
Determinacion de C'. A c B
~ b _ ~ S Fig. 4-4
arc cotg C =— o bien C=90°-B 9. 4-
c
Determinacién de a. Determinacién del valor de la superficie

S en funcién de los datos.

a’ =b>+c¢> por teorema de
g7 ]
Pitagoras S=‘pe

a=~b’>+c’

4.1.5) Ejemplos de aplicaciéon
1) Determinacién del ancho de un rio.

Un topografo puede medir el ancho de un rio emplazando su teodolito en un
punto C en un borde del rio y visualizando un punto A situado en el otro borde.
Después de girar un angulo de 90° en C, se desplaza 200 m hasta el punto B. Alli,
apuntando a A, mide el angulo B y encuentra que es de 20°. ;Cual es el ancho del rio?

Solucién: Del triangulo rectangulo formado entre A, B y C, buscamos la longitud del
lado CA a la cual llamaremos b. Como conocemos a y 3, usamos la relacién:

A

b
g p=—
a Fi)

2a°
=2 Gt [0y

b
es decir: tg 20° = —— = b =200m tg 20° =|72,79m
g20° = g

El ancho del rio es, entonces, de 73 m aproximadamente, redondeando al metro
mas cercano.

B

2) Determinacién de la inclinacion del sendero de una montafa.

Un sendero recto con inclinacién uniforme conduce de un hotel con una
elevaciéon de 8.000 pie a un mirador, cuya elevacion es de 11.100 pie. La longitud del
sendero es de 14.100 pie. ¢ Cual es la inclinacion del sendero?
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Solucién: Buscamos el angulo de inclinacion (.

Mircdor

14 X0 pies
3,100 pies

LHateI

8.606 pies

La inclinacién del sendero es aproximadamente 12,7°
3) Determinacién de una altura mediante el angulo de elevacion.

Para determinar la altura de una torre radiotransmisora, un topografo se situa a
300 m de su base. El topografo mide el angulo de elevacién y encuentra que es de
40°. Si el teodolito esta situado a 2 m de altura cuando se hace la lectura, ¢qué tan
alta es la torre?

Solucién: Para encontrar la altura desde el teodolito a la punta de la antena (lado b),
usamos la relacién tg f =b/a. Entonces,

b
b=atg p=300m tg40°=251,73m

£0° [ ]
| a }’.‘m

N FO0 m g

Dado que el teodolito esta a 2 m de altura, la altura real de la torre es
aproximadamente 254 m, redondeada al metro mas cercano.

4) Determinacién de la altura de una estatua sobre un edificio.

Sobre la azotea del edificio de la Camara de Comercio de Chicago, se encuentra
una estatua de la diosa griega Ceres, diosa de la agricultura. Se hacen dos
observaciones desde el nivel de la calle en un punto situado a 400 pie del centro del
edificio. El angulo de elevacion hasta la base de la estatua resulta ser de 45,0° y el
angulo medido hasta la parte superior de la estatua resulta ser de 47,2°. ;Cual es la
altura de la estatua?

Solucién: La altura de la estatua sera la diferencia entre las dos alturas observadas,
esto es b’-b. Para encontrar b y b’, planteamos:

tg 45° = b = b =400pies tg 45° =400 pies
400 pies
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b!

tg 472°=— = b'=400pies tg 47,2° = 431,96 pies
400 pies
B
La altura de la estatua es aproximadamente 32 pie. B
47,20
5) Determinacion de la altura de una montana.
‘ 400 pies >

Para medir la altura de una montafia, un topdgrafo se sitia en la base de la
misma y toma dos visuales de la cima desde dos posiciones al mismo nivel, separadas
entre si 900m sobre una linea directa a la montafia. La primera observacién da un
angulo de elevacion de 47° y la segunda uno de 35°. Si el teodolito esta a 2 m del
suelo, ¢ Cual es la altura b de la montafia?

Solucién: A partir de los dos triangulos que se generan, encontramos que para la
misma altura (la de la montafia), se cumple:

b b
g fl=—=1g 35°=——
8 P=  ooom 4+ 900m
b
g ﬂzéztg 47°=2
a a 4-;75 35{!
o
N e mﬁ'ﬂﬂ i

donde a es la distancia (desconocida) entre el prime I;.' 7 de

la montafa.

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, a y b. Puesto que
buscamos b, escogemos despejar el valor de a en la segunda ecuacion y sustituir el
resultado,a =b/tg 47°=Db cotg 47°, en la primer ecuaciéon. Obtenemos,

b
tg 35°=
b cotg 47°+900m

b=(b cotg 47°+900m) tg 35°
b=>b cotg 47°tg 35°+900m tg 35°
b (l—cotg 47°tg 35°)=900m tg 35°

B 900m tg 35° _900m rg 35°
1—-cot g 47°tg 35° 1_L35°
tg 47°

=1816m

La altura del pico desde el nivel del suelo es por tanto (1.816+2)m =(1.818

6) Determinacién del rumbo de un aeroplano.
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En navegacién, la direccién o rumbo desde el origen O de un objeto que se
encuentra en P, lo describe el angulo positivo medido en el sentido de las manecillas
del reloj (obsérvese que esta convencibn es opuesta a la que estamos
acostumbrados) desde el norte (N) hasta el rayo OP (figura 4-5).

Un avion Boeing 777 despega del aeropuerto de la ciudad de Santa Fe desde
una pista que tiene un rumbo de 22°. Después de volar 1,0 milla, el piloto solicita
permiso para girar 90° y dirigirse hacia el noroeste. Se le da permiso.

a) ¢Cual es el nuevo rumbo?

b) Después de volar 2 millas en esta direccion, Qué rumbo debe usar la
torre de control para localizar el avién?

Solucién: (a) Después de volar 1 milla desde el aeropuerto O (la torre de control), el
avién esta en P. Después de girar 90° hacia el noroeste, vemos que:

Angulo NOP = 22° Angulo RQN = 90°-22° = 68°
El rumbo del avién, entonces,
360° - angulo RQN = 360° - 68° = 292°

Recuerde que en este problema el sentido (+) esta dado en el sentido del reloj
desde el N.

(b) Después de volar 2 millas con un rumbo de 292°, el avién esta en R. Si 8 = angulo
ROP, entonces,

2
tg 8 =—=2, porloque 8=634° Ny
1 R 22°
680 _\_:%n'
En consecuencia, 2 2
. e 4
Angulo RON = 0- 22° = 41,4° 24 |
El rumbo del avion desde la torre de controlen O o 7
360° - angulo RON = 360° - 41,4° = 318,6° _
Fig. 4-5

4.1.6) Problemas de aplicacion

1) Un triangulo rectangulo tiene una hipotenusa de 2,00 cm de longitud. Si uno
de sus angulos mide 40°, encuentre la longitud de cada cateto.

Rta: B a ®¢c=128cm,b=153cm
c 0
b

2) Un triangulo rectangulo contiene un angulo de 35°. Si el cateto opuesto mide
5,00 cm. ¢ Cual es la longitud de la hipotenusa?

R: 8,72 cm
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3) Un tridangulo rectangulo contiene un angulo de n/10 radianes. Si el cateto
adyacente mide 3,00 m. 4 Cual es la longitud de la hipotenusa?

R: 3,15 m

4) La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 3,00 pie. Si uno de sus
catetos mide 1,00 pie, encuentre el tamafio de cada angulo en grados.

R: o= 19°28'16,39”, p= 70°3143,61”

5) Cuando el angulo de elevacion (el angulo hacia arriba desde la horizontal)
del Sol es de 28,4° en Paris, la Torre Eiffel forma una sombra horizontal de 555,34 m
de largo. ¢ Qué altura tiene la torre?

R: 300,27 m

6) Un barco, cerca de un acantilado vertical de 100 pie de altura, hace una
lectura del borde del acantilado. Si el angulo de elevacién es de 25°, ;qué tan lejos
esta el barco de la costa?

R: 214,4 pie

7) Suponga que se dirige hacia una meseta de 50 m de altura. El angulo de
elevacién a la meseta es de 20°, ;qué tan lejos esta usted de la base de la meseta?.

R:137,4m

8) Un barco se encuentra en la bahia de Nueva York; desde él se toma una
visual a la estatua de la libertad, que tiene aproximadamente 305 pie de altura. Si el
angulo de elevacion a la parte superior de la estatua es de 20°, ;qué tan lejos esta el
barco de la base de la estatua?

R: 838 pie

9) Para medir la altura de un edificio, se toman dos visuales desde dos puntos
situados a 50 pie entre si. El angulo de elevacién de la primera es de 40° y el de la
segunda es de 32°. ; Cual es la altura del edificio?.

R: 122,4 pie

10) Desde la punta de un faro, a 120 pie sobre el nivel del mar, el angulo de
depresién (el angulo hacia abajo desde la horizontal) en direccién a un barco a la
deriva en el mar es de 9,4°. ; A qué distancia esta el barco de la base del faro?

R: 725 pie

11) ¢ Cudl es el angulo de elevacién del sol cuando un mastil de 24 m proyecta
una sombra de 16 m?.

R: 56°18'36”

12) Una de las siete maravillas del mundo antiguo, la gran piramide de Keops fue
construida alrededor del afio 2580 a.C. Su altura original era de 480 pie 11 pulgadas,
pero debido a la pérdida de sus bloques superiores, es ahora algo mas baja.
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Encuentre la altura actual de la gran piramide si los angulos de elevacion desde dos
puntos situados a 100 pie uno de otro y ubicados en el nivel de la base de la piramide,
son 46,3° y 40,3°.

R: 447 pie

13) Sara esta volando un barrilete y tiene sus manos a 5,0 pie por encima del
suelo. Si el cometa esta a 200 pie arriba del suelo y la cuerda del barrilete hace un
angulo de 32,4° con la horizontal, ; cuantos pie de cuerda esta usando?

R: 364 pie

14) ; Cudl es la altura de una antena si una persona que se encuentra a 250 m
de su base, observa su punta bajo un angulo de 22°?

R: 101 m

15) Un barrilete se encuentra a 20 m de altura y su cuerda tiene una longitud de
80m. 4, Cual es el angulo que forma la cuerda con el piso, si las manos de quién lo
sostiene estan a 1,20 m del piso?

R: 13,6°

16) Desde la ventana de un edificio de oficinas, se ve una torre de televisién que
estd a 600 m de distancia (horizontalmente). El angulo de elevaciéon del extremo
superior de la torre es de 19,6° y el angulo de depresién de la base de la torre es de
21,3°. 4 Qué altura tiene la torre?.

R: 4476 m

17) Se debe hacer pasar un rayo laser a través de un pequefio agujero en el
centro de un circulo de 10 pie de radio, que esta parado sobre una mesa. El origen del
rayo esta a 35 pie del circulo y sobre la mesa. ;Con qué angulo de elevacién debe
dirigirse el rayo para que pase por el agujero?

R: 16°

18) Para medir la altura de un refugio en la ladera de un monte, se toman dos
lecturas desde una distancia de 800 pie de la base. Si el angulo de elevacion a la base
del refugio es de 32° y el angulo de elevacién a la parte superior es de 35°, s cual es la
altura del mismo?

R: 60,27 m

19) Un dirigible esta suspendido en el aire a una altura de 500 pie directamente
sobre una linea que va desde un estadio a un planetario. El angulo de depresion del
dirigible al planetario es de 23° y del dirigible al estadio, de 32°. Encuentre la distancia
entre el estadio y el planetario.

R: 1.978 pie

20) El angulo de elevacion de una antena de comunicaciones es de 35,1° en el
instante en que arroja una sombra de 789 pie de longitud. Use esta informacion para
calcular la altura de la antena.
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R: 554,5 pie

21) El navegante de un barco visualiza dos faros separados 3 millas entre si a lo
largo de un tramo recto de la costa. Determina que los angulos formados entre las dos
lineas visuales a los faros y la visual dirigida perpendicularmente a la costa miden 15°
y 35°. (a) ¢qué tan lejos esta el barco de la costa?, (b) ¢ qué tan lejos esta el barco del
faro A?, (c) ¢qué tan lejos esta el barco del faro B?

R: a) 3,1 millas, b) 3,2 millas, c) 3,8 millas

22)Una roca de la orilla de un rio esta a 39,20 m sobre el nivel del agua. Desde
un punto exactamente opuesto, sobre la otra orilla del rio, el angulo de elevaciéon de la
roca es de o = 14°36’. Calcular el ancho del rio.

R:150,5 m
23) Calcular el valor de la diagonal de un cubo cuya arista es 2.

R: 3,46
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4.2) Triangulos oblicuangulos.

Definicién: Se llama triangulo oblicuangulo al triangulo que tiene sus angulos no
rectos. Por ejemplo: Los triangulos acutangulos y obtusangulos son oblicuangulos. Los
triangulos rectangulos no son oblicuangulos.

4.2.1) Teorema del Seno:
En todo triangulo los lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos.

H) ABC, Triangulo.

Fig. 4-6
T a_ _ b __c
sen A senB senC

D) Se traza la altura (h,) y se forman
los triangulos rectangulos ADC y ADB, en donde:

sené’=ﬂ2ha=bsené
b bsenC =csen B

~ h .
sen B=—*=h,=csen B
c

o bien: b _ ¢ 4.1)
sen B sen C

Se dibuja la altura (hy), quedando determinados los triangulos BEA y BEC. En ellos:

.k .
sen A=—L2=h, =csen A
; csen A=asen C
sen C === h, =asen C
a
o bien: c - ¢ (4.2)

sen C  sen A

De (4-1) y (4-2) se infiere que:

a b c
~ = ~ = ~| (4.3)
sen A sen B sen C

férmula que expresa las relaciones entre los lados y los angulos de los triangulos.
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4.2.2) Otras relaciones empleadas en la resolucion de Triangulos Oblicuangulos.

Teorema del Coseno:

@ =b+c*-2 b ¢ cos A
PP=da*+c*-2 ac cos B (4.4)

c=a*+b*-2 ab cos C

Teorema de las Tangentes:

A+b
a+b= A2A (4.5)
a—>b A-B

Teorema de los Angulos Medios:

. A ~ plp-a)
o

C_(p-a)p-b)
T -0

_a+b+c

La letra p indica el semiperimetro del triangulo, esto es: p (4.7)

Teorema relativo al area del triangulo:

Area=% ab sen C
1 R
Area=§ b c sen A (4.8)
1 R
Area=§ ac sen B

Area del triangulo en funcién de los tres lados. Férmula de Herén:

Area = \/p(p - a)(p —b)(p —c) (4.9)

La letra p indica el semiperimetro del triangulo.
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4.2.3) Ejemplos de aplicacion

1) Resolver un triangulo oblicuangulo, sabiendo que: A
a =200m B =47°10 ¢ =83° . .
Incognitas: A.b,cy Area 47,10° 83°
a=200m ¢

Calculo de A: A=180°—(B+C)=|4=49°50

Calculode b 2= 4y 200msend7°I0") e

senB  sen sen(49°50" )
200 °
Calculo de c: € -9 = msen(83):>
senC  sen A sen (49°50')

Calculo del area del triangulo:

a* sen B sen C asen B
~ . porser: b=
2 sen 4

Area=labsené:Area= -
2 sen A

200°m’ sen(47°10" ) sen(83°)
2 sen(49°50" )

—|Area =191 10° m’

Area =

2) Calcular la distancia entre dos puntos, ambos accesibles pero separados por un
obstaculo que impide la medicidn directa.

Solucién: Dados los puntos A y B, para determinar su distancia se elige otro punto C
desde el cual sean visibles y accesibles aquellos puntos.

Se miden con un cinta, por ejemplo, las distancias CA=b y CB = a, y con un
teodolito el angulo comprendido C.
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Se resuelve el triangulo ABC del que se conocen los lados y el angulo
comprendido; por ejemplo, con el teorema del coseno se puede determinar AB.

AB =c¢ =\/a2 +b> —2abcosC

3) Calcular la distancia de un punto accesible N a otro inaccesible M, pero que puede
verse desde el primero.

Solucién: Se elige sobre el terreno accesible un tercer punto A desde donde puedan
ser vistos los puntos My N.

Con una cinta métrica, por ejemplo, se mide la base NA = m, del triangulo que se
forma, y con un teodolito se miden los angulos o y . Con estos datos se puede
resolver el problema.

En efecto, por el teorema del Seno se tiene:

Y o pero M =180°—(a+ f)

sena  sen M

o bien:

sen M = sen [180°— (& + B)] = sen (a + ) (Por reduccion al primer
cuadrante)

Sustituyendo en la expresién anterior:

X m oo M sen a
= =l x=—
sen o sen (a+,8) sen (a+ )

Ejemplo: Si los datos fueran:

m=20m
a=32°
L =47°10'
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_ m sen a

re sen (a.+ p)

e 20m sen 32°
sen (32°+47°10")

Resolviendo:

~ 20m 0,5299
0,9822

=|x=10,8m

4.2.4) Problemas de aplicacion
1)  Resolver un triangulo siendo sus datos: a = 203,20m; b = 215,40m; C=72°10’
R: A =51°37"24"; B =56°1224"; ¢ = 246,73m; Area = 20.833m’

2)  Resolver un triangulo oblicuangulo (incluida su superficie) sabiendo que: a
=1258m; B =70°57 (=514

R. A=5851": b=1.382m c=1.143m S =676 10°m?
3) El angulo de elevacion de la parte superior de una torre es de 30°, acercandose
100m hacia la torre, dicho angulo es de 60°. Hallese la altura de la torre.

R: 86,6 m

4) Un arbol esta situado en la orilla de un rio. El extremo superior del arbol, desde
un cierto punto (ubicado en la otra margen del rio), determina un angulo de elevacion
de 17°. Si a 25 m de dicho punto y en direccién al arbol, el angulo es de 35°, ;cual es
la altura del mismo?.

R: 13,56 m

5) Tres pueblos X, Wy Z, estan unidos por carreteras rectas. La distancia entre X y
W es de 6km; a los pueblos W y Z los separan 9km. El angulo que forman las
carreteras que unen X con Wy W con Z es de 120°. ;Qué distancia hay entre X'y Z?.

R: 54,5 km

6) En una plazoleta de forma triangular, los lados miden 60 m, 75 m y 50 m. ;Qué
angulos se forman en las esquinas de la misma?

R: o =52°53'27,58", 3 = 85°27°33,6” , 5 = 41°38°58,82”

7) La estacion guardacostas Punta Alta esta situada a 150 millas al sur de la
estacién Necochea. Un barco que se encuentra al este de ambas, envia una llamada
SOS de auxilio que es recibida por las dos estaciones. La llamada a la estacién Punta
Alta indica que el barco se localiza 35° al nordeste; la llamada a la estacidon Necochea
indica que el barco esta 30° al sureste. ; Qué tan lejos esta el barco de cada estacion?

R: distancia a Punta alta 135,5 millas, distancia a Necochea 143,3 millas
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8) Para encontrar la distancia de la casa en A a la casa en B (dos puntos sin
acceso directo de uno a otro), un topégrafo se situa en el punto C y determina que el
angulo BAC es de 40°; luego camina una distancia de 100 pie hasta la casa en B y
determina que el angulo ACB es de 50°. ;Cual es la distancia de A a B?

R: 119,2 pie
9) Para encontrar la longitud de un elevador de esquiadores desde A (abajo) a B
(arriba) sobre la ladera de una montafa, un topografo determind que el angulo de la
ladera respecto a la horizontal es de 25°, luego caminé una distancia de 1.000 pie

hasta C, alejandose de la montafia, donde midié 15° para el angulo CBA. ;Cual es la
distancia de A a B?

R: 1.490 pie

10) Un avion es visto por dos observadores que estan a 1.000 pie de distancia entre
si. Cuando el avion pasa sobre la linea que une a los observadores, cada uno toma
una lectura del angulo de elevacién del avion: 40° y 35°. ;Qué tan alto esta el avién?

R: 381,7 pie

11) La famosa torre inclinada de Pisa tenia originalmente 184,5 pie de altura.
Después de alejarse horizontalmente unos 123 pie de la base de la torre, se encuentra
que el angulo de elevacion a la parte superior de la torre es de 60°. Encuentre el
angulo de inclinacion de la torre.

R: 5°15’51,8”

4.3) Revision de teoremas fundamentales.
4.3.1) Segmentos determinados por un haz de paralelas sobre dos transversales.

TEOREMA: Si tres 0 mas paralelas son cortadas por dos transversales, a segmentos
iguales en una de éstas, corresponden segmentos iguales en la otra.

ro H) AA’// BB’ // CC’// DD’
A / A" t y t' transversales
o/ i N AB=BC=CD
')I = =
il c
[’7%%“ L T) AB=BC'=C'D
Fig. 4-7

D) Se trazan por los puntos A, By C las rectas AE, BF y CG paralelas a t’y se forman;
ABE = BCF = CﬁG; iguales por el 2° criterio de congruencia
AB = BC = E; por hipotesis

a =y =¢ ; por correspondientes entre AE // BF // CG y secante t.
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P =90 = w; por correspondientes entre BB’ // CC’ // DD’ y secante t.
En consecuencia:

AE = BF = E; (4.10) (lados opuestos a angulos iguales)

Pero AA’'B'E, BB’'C’F y CC’D’G son paralelogramos, puesto que: AE // A'B’; BF //
B’'C’y CG // C’D’ por construccion, y AA’ // EB’ // FC’ /| GD’ por hipotesis.

Por ello:
AE=A'B
BF = B'C' por lados opuestos de paralelogramos.
CG=C'D

Reemplazando en (4.10), se tiene:

AVBI — BVCV — CIDV

PROBLEMA: Dividir un segmento AB en 7 partes
iguales. AT T R P o 0B
segmento 4B n=Y

Solucién: Se traza, con origen A, la semirrecta

E, por ejemplo, y se dibujan en la misma 7 segmentos consecutivos iguales a partir
de A:

AC=CD=DE=EF=FG=GH=HI

Fig. 4-8

Se unen | con By luego se trazan, por los puntos H, G, F... paralelas a IB . Estas
cortan al segmento 4B dado en 7 partes iguales:

AC'=C'D'=DE=EF =FG=GH =HB

Justificacion:

En efecto, las rectas p // CC’ // DD’ /l EE’ // FF’ // ... son cortadas por las
transversales AX 'y AB, y como:

AC =CD = DE = EF = FG = GH = HI por construccion

AC'=C'D'=D'E'=E'F'=F'G'=G'H'= H'B porque a segmentos iguales en
una transversal, corresponden segmentos iguales en la otra.
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OBSERVACION: Este método de divisidn de un segmento en partes iguales, es
independiente de la semirrecta y del segmento unidad que se eligen para efectuar la
construccién.

Otro procedimiento:

Por los extremos A y B del segmento

dado, se trazan las semirrectas AX y BY,
que pertenezcan a distintos semiplanos,
respecto del segmento AB y que sean
paralelas. Se dibuja el segmento AC, por
ejemplo, 7 veces consecutivas, a partir del
origen, sobre cada semirrecta,
determinandose los puntos C, D, E, F, G, H, |,
enla AX ylospuntos U, T, S, N, M, L, K, en
Fig. 4-9 la BY . UniendolconB,Hcon U, GconT,

etc, se obtienen los puntos C’, D’, E', F’, G’ y H’, y por lo tanto:

AC'=C'D'=D'E'=E'F'=F'G'=G'H'= H'B en virtud del teorema anterior.

NOTA:
1) Esta construccion es independiente del segmento unidad y de las
semirrectas auxiliares elegidas.
1)} Si se quiere dividir un segmento en 2,4,8,16, etc.., partes iguales, el

problema puede resolverse, dibujando mediatrices.

Eiemplo: Dividir un segmento en 8 partes iguales.

Segrmento AB 0
O
LA SR St
L T B
A bt n: st |I N
Resuta: Kk x| x
AC=CD=DF =FG=GH=HI =1 =JB )L : i
|
por definicién de mediatriz. X
Fig. 4.10

4.3.2) Relaciones métricas en los triangulos rectangulos.

TEOREMA I: En un triangulo rectangulo cada cateto es medio proporcional entre la
hipotenusa y la proyeccién del cateto sobre ella.

H) CAB rectangulo
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AH LaenH
b’ proyeccién de b sobre a

¢’ proyeccion de ¢ sobre a
b .
E;
C comun

D) Considerando los triangulos BAC y AHC que tienen 5 .,
A= H por rectos

|
| b Fig. 4-11
|
|

Resulta BAC semejanteaAI:]C por el 2° caso de semejanza de triangulos.
Luego, B=HAC por definicién de triangulos semejantes vy:

a (hipotenusa BIZIC) _ b(cateto opuesto a B en BAC)
b (hipotenusa AI:IC) b' (cateto opuesto a HAC en AI:IC)

por ser los triangulos semejantes, es decir: %=% (4.11)
Analogamente, de los triangulos BAC y BHA se obtiene
-2 @12
c c

TEOREMA 1I: En un triangulo rectangulo la altura es medio proporcional entre los
segmentos que determina sobre la hipotenusa.

H) CAB rectangulo

haJ_C_B enH
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D) Considerando los triangulos rectangulos

CHA = AHB por angulos rectos
CHA y AHB tal que <

C = BAH por ser ambos iguales a 90°-B

Fig. 4-12

Resulta CﬁAsemejanteaAﬁB por el 2° caso de semejanza de triangulos, luego

HAC = B por definicion de triangulos semejantes.

b’ (cat.op. de HAC en CI:IA) _ h,(cat.op.de Cen CI:IA)
h, (cat. op. de Ben AI:IB) ¢’ (cat. op. de BAH en AI:IB)

Finalmente:

4.3.3) Teorema de Pitagoras.

Aplicando las relaciones métricas en el triangulo rectangulo se puede demostrar
el Teorema de Pitagoras mediante razonamiento simple.

ENUNCIADO: En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

H) CAB rectangulo en A
T &’ =b"+c

D) Se traza la altura AH correspondiente a
la hipotenusa y, de acuerdo a la relacién

8 (4.12), se tiene:
& | a b
P de donde ab'=bb (4.14)

por propiedad de las proporciones.

Analogamente
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ﬁ:ﬁ' dedonde ac'=cc (4.15)
c

Sumando miembro (4.14) y (4.15)
ab'+ac'=bb+cc

Sacando a como factor comun:
ab'+c')=bb+cc

pero b'+c'=a

Reemplazando se tiene:

aa=bb+cc

de donde

(4.16)
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TEMA 5: COORDENADAS EN EL PLANO.

5.1) Coordenadas cartesianas rectangulares:

Para fijar la posicidn de un punto sobre un plano basta con conocer sus
distancias a dos elementos fijos del mismo. En el sistema cartesiano los elementos
fijos son dos rectas orientadas que se cortan perpendicularmente, y se denominan
ejes coordenados; el punto de interseccion se llama origen de coordenadas.

Dado un sistema cartesiano el plano queda dividido en cuatro porciones, que
se denominan cuadrantes. Para poder operar con ellos se conviene en numerarlos
siguiendo el movimiento contrario al de las agujas del reloj. Se elige una unidad de
medida y se escriben sobre cada eje los nUmeros correspondientes a los segmentos
de ejes tomados desde el origen.

Los numeros del eje horizontal se llaman abscisas y los numeros del otro eje
son las ordenadas. Se considera que las abscisas son positivas si figuran a la derecha
del eje de ordenadas y negativas las medidas a la izquierda. Analogamente son
positivas las ordenadas del plano superior al eje de abscisas y son negativas las del
plano inferior.

Se infiere facilmente que todo punto del plano queda determinado por dos
numeros, abscisa y ordenada, que corresponden a las perpendiculares a los ejes
bajadas desde dicho punto.

En la figura 5-1 estan representados los puntos P (2,4); Q (-4,1); R (-2,-3) y
M (4,-2).

¥
dr---=P 29
|
1 3 I |
|
? |
Q (4,1 :
| S 1 |
| 1 ®
4 3 2 41 1 2 3 4 5
| - |
B SR .
| M 4,2)
R{2,3)e—- 3
I 4 v

Fig. 5-1

Dado que las abscisas y las ordenadas son numeros reales, queda establecida
una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano y los pares de numeros
reales, es decir: a cada punto del plano le corresponde un par de nimeros reales y a
cada par de numeros reales le corresponde un punto del plano.

Esta correspondencia es el fundamento de la Geometria Analitica, es decir: la
descripcidon geométrica a través de ecuaciones.
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5.2) Transformacion de coordenadas cartesianas.
5.2.1) Translacién paralela de los ejes.
Si tomamos, respecto a un sistema cartesiano (x, y), un punto arbitrario O’ (a, b) y por

éste trazamos dos ejes (X, y’) paralelos e igualmente orientados que los primeros, se
dice que el nuevo sistema deriva del primero por una translacién paralela.

Resulta que:

x=0X=04+AX =a+0'X'=a+¥x
yzﬁ=@+ﬁ:b+0'1/':b+y'

de manera que las férmulas denominadas inversas son

X =x'+ta

5.1
=y OV

De estas relaciones, se infieren las férmulas denominadas directas

x'=x—-a

P (5.2)

5.2.2) Rotacion de ejes ortogonales alrededor del origen.

Sea un sistema ortogonal (x, y) de origen O; si por él trazamos dos ejes (X', y’)

tales que xx'=y)y'=¢ se obtendra un nuevo sistema ortogonal (x'. y’), el cual se dice
deriva del primero por una rotacién de amplitud (¢) alrededor del origen.

¥
\ p ¥
] B e Y
\ =TT
17 B
Yl L
Al [ e E
) 4
3 - |
~ P ! «
0 X Fig. 5-3

El segmento OP, puede considerarse como la resultante de la poligonal OX'P.
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Dado que la proyeccion de la resultante de una poligonal es igual a la suma de
las proyecciones de las componentes, resulta:

x=0X = proyxﬁ = prony_X'+pr0yxX'P
0 bien
x= prony_X'+ prony_Y'

pero como la proyeccién de un segmento sobre un eje es igual al producto del valor
absoluto del segmento dado, por el coseno del angulo de direccién, se tiene

x=x'cosp—y'senp (5.3)

Ademas
y= oY = proyyﬁ = proyyO_X'+ proyyﬁ
o sea
y= proyyO_X'+ proyyO_Y'
pero, por la propiedad de las proyecciones mencionadas en el parrafo anterior, resulta
y=x'cos(90°— @)+ y'cosp

o bien

‘y:x'sengo+y'cos¢‘ (5.4)

Las relaciones (5.3) y (5.4) son las férmulas inversas del problema.

Para obtener las ecuaciones directas basta observar que el sistema (X', y’) se
pasa al (x, y) por una rotacion alrededor del origen de amplitud (-¢); luego las férmulas
directas se deducen reemplazando en (5.3) y en (5.4) el argumento por (-@).

Asi

xX'=x cosp+y senp (5.5)

y'=—=x senp+ycose

5.2.3) Transformacion general de coordenadas cartesianas rectangulares.

Sean (X, y), (X, y') dos sistemas de ejes ortogonales. La posiciéon del segundo
respecto del primero estara definida cuando se conozcan las coordenadas del nuevo

origen O’ (a, b) y el angulo ¢ = xx' que determinan los ejes de abscisas (fig. 5-4).

Construyendo un sistema auxiliar (X, Y), se puede establecer

78



HACIA LOS VECTORES COORDENADAS EN EL PLANO

x=X+a X=x-a
(5.6) (5.7)
y=Y+b Y=y-b
y también
X =Xx'cosep —y'sen x'=X cosp+Y sen
(5.8) pmrsene (5.9) ¢ ¢
Y =x'sen@ + y'cos¢p y'=—Xsenp+Y cosg
(= y)
o 6

Y P (x",¥)
Y] . ‘

|

|

|

|

|

|

of— = —]

Reemplazando (5.8) en (5.6) se obtiene

xX=Xx'cosp—Yy'senp+a

(5.10)

y=x'senp+y'cosp+b

que son las férmulas inversas.

Sustituyendo X e Y por sus valores (5.7) en la relacién (5.9), se tiene

X'=(x—a)cosp+(y—b)seng

(5.11)
V'=—(x—a)senp+(y—b)cosp

que son las ecuaciones directas.

5.3) Coordenadas Polares.

Sea un punto en el origen O, denominado polo y una semirrecta OX , llamada
eje polar. Se fija, ademas, el sentido positivo de las rotaciones coincidentes con el
sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj.

A

Fig. 5-5
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Un punto cualquiera A del plano queda determinado al conocer la distancia OA
y el angulo B que indica la posicién del segmento OA respecto al eje. (figura 5-5)

El niumero positivo r que mide al OA se denomina radio vector del punto A. La
amplitud del angulo 6 es la anomalia o argumento del punto dado. Las cantidades ry 6
son las coordenadas polares del punto A y se simboliza

A (r, 6)

Vale decir, que a cada punto de la superficie le estan coordinados biunivoca y
continuamente una longitud y un angulo, o sea dos magnitudes.

Este sistema resulta muy ventajoso para el analisis de las curvas arrolladas
como los espirales, entre otras.

En general r puede tomar cualquier valor real positivo y 6 cualquier valor
comprendido entre 0° y 360°. (Coordenadas polares elementales)

A veces suele establecerse para las dos coordenadas el signo positivo y el
negativo, como ilustra la figura 5-6 (coordenadas polares generales).

Fig. 5-6

Por lo tanto:

A(4, 30°)

B(-3, -150°)

Cuando se opera con puntos proximos al eje polar en semiplanos opuestos del
mismo, se observa que corresponden diferencias notables en los argumentos, por
ejemplo: los puntos (1, 5°) y (-1; 355°) son dos puntos equidistantes del eje polar por
arriba y por debajo, muy préximos a él. Por ello, se admite que los radio vectores y sus
argumentos varien entre -~ y +<. No obstante, nosotros usaremos la primer definicion:
radio vector positivo y angulo positivo en el sentido de giro antihorario.

EJERCICIO: Fijar en coordenadas polares los puntos siguientes:

(5, 75°); (7, 270°); (3, /2); (8, /4); (2, 1/3)

80



HACIA LOS VECTORES COORDENADAS EN EL PLANO

5.4) Formulas de pasaje de las coordenadas cartesianas a polares y
viceversa.

Supongamos un sistema cartesiano al cual se encuentra agregado un sistema
polar, cuyo polo coincide con el origen del sistema ortogonal y cuyo eje polar se
superpone al semieje positivo de abscisas.

Dado un punto P, sabemos que:

x=r cost

y=r send

Fig. 5.7

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
*

Estas formulas expresan las coordenadas cartesianas del punto en funcién de
las coordenadas polares.

Por el teorema de Pitagoras, se tiene

r=t% x2+y2
tgl9=Z
X

que son las férmulas que expresan las coordenadas polares en funcion de las
cartesianas.

De la solucién de este problema particular resulta luego la solucion del

problema general, combinando estos resultados con los que se refieren a un cambio
general de ejes cartesianos (punto 5.2).

5.5) Problemas de aplicacion.

1) Hallar las coordenadas polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas
ortogonales se sefialan a continuacién:

A (4; 3) R. A (5; 36°50))
B(1; 1) R:B(\/E;45°)
C (6; 8) R: C (10; 53°10))
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D (-1: 1) R:D (+/2 ;1359

2) Calcular las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coordenadas polares se
indican a continuacion:

A (4; 45°) R:A242;2+2)
B (10; 30°) R:B (543 5)

C (2: 60°) R:C (1; +/3)

D (5; 180°) R: D (-5: 0)

3) Determinar las ecuaciones polares de las curvas que tienen las siguientes
ecuaciones cartesianas:

a) 3% = 2x . 2.cotagd
send
2 2 1
b) x*—y =1 R:7r=

V1-2sen’@
4) Hallar las ecuaciones cartesianas de las curvas cuyas ecuaciones polares son:

a) r cosp =10 R: x=10
b) r=3 R x*+)°-9=0

5) Calcular las coordenadas de los puntos siguientes cuando los ejes giran alrededor
del origen un angulo 6:

a) A (0:4) y 6=60° R:A(243:2)

b) B (242 ;2+/2)y 6=45° R: B (4:0)

6) Calcular las coordenadas del punto P (2;5) referidas a un sistema (X’ Y’) de origen
O’ (3; -2) con respecto al sistema (X Y)

R:x=2+3=5
y=5-2=3

7) Calcular las coordenadas de los puntos siguientes cuando los ejes se trasladan al
origen O’ y giran alrededor de él un angulo 6:

a)A (-5, 1); O’ (-4,2); 6=180° R:A(1;1)

b) B (-4; 3); O' (1;3); 6 = 90° R: B (0;5)
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8) El punto P tiene como coordenadas (4; 2) referidas a un par de ejes rectangulares.
Si estos ejes giran un angulo de 30° ¢;cuales son las nuevas coordenadas del punto
dado?

R: P(1+2+/3; 43 2)

9) Determinar las nuevas coordenadas del punto M (3;4) cuando se eligen como ejes
las bisectrices de los ejes primitivos.
2 .
2 2

—_—

N M{N_ \/5}

83



HACIA LOS VECTORES VECTORES

TEMA 6: VECTORES

6.1) Vectores y Escalares.

La posicién de una particula sélo puede establecerse respecto a un origen y un
adecuado sistema de referencia centrado en él. La posicion entonces, se establece
con una flecha que une la particula con el origen y cuya punta se encuentra en la
particula (Fig. 6.1.a).

El cambio de posicién de una particula se llama desplazamiento. Si una
particula se mueve de la posicién A a la posicién B (Fig. 6-1b), podemos representar
su desplazamiento trazando una recta de A a B, el sentido del desplazamiento se
puede mostrar poniendo una punta de flecha en B, indicando asi que el
desplazamiento fue de A a B. La trayectoria de la particula no tiene que ser
necesariamente una linea recta de A a B; la flecha representa sélo el efecto neto del
movimiento, no el movimiento tal como ocurrio.

Por ejemplo, en la Fig. 6-1c dibujamos una trayectoria posible seguida por una
particula desde A hasta B. Obsérvese que la trayectoria no es la misma que el
desplazamiento AB. Si tomaramos una fotografia instantanea de la particula cuando
se encontraba en A y poco después, cuando se localizara en una posicion intermedia
P, podriamos obtener la flecha de desplazamiento AP que representa el efecto neto
del movimiento durante ese intervalo aunque no sepamos la trayectoria real seguida
en esos dos puntos. Ademas, un desplazamiento tal como A'B’ (Fig. 6-1b), que es
paralelo a AB, con la misma direccion y sentido, y de igual longitud que AB, representa
el mismo cambio de posicion que AB. No hacemos ninguna distincién entre esos dos
desplazamientos. Por consiguiente, un desplazamiento sera caracterizado por una
longitud, una direccién y un sentido, con la propiedad de trasladarse sobre la direccién
y a direcciones paralelas. La longitud del vector en una escala adecuada es el médulo
del mismo, el cual es un valor intrinsecamente positivo.

0 ¥ A A

) ) ey )

Fig. 6-1: Vectores de posicién y desplazamiento. (a) Posicion de P indicada por la flecha OP. (b)
Las flechas AB y A’B’ son idénticas puesto que tienen la misma longitud y apuntan en la misma
direcciodn. (c) La trayectoria real de la particula al moverse de A a B puede ser la curva indicada; el
desplazamiento sigue siendo la flecha AB. Para algun punto intermedio P, el desplazamiento desde
A es el vector AP. (d) Después del desplazamiento AB, la particula sufre otro desplazamiento BC.
El efecto neto de los dos desplazamientos esta representado por la flecha AC.

De manera semejante, podemos representar un desplazamiento subsecuente
de B a C (Fig. 6-1d). El efecto neto de los dos desplazamientos sera el mismo que el
de un solo desplazamiento desde A hasta C. Entonces decimos que AC es la suma o
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resultante de los desplazamiento AB y BC. Nétese que la suma no es una suma
algebraica y que no basta sélo un numero para especificarla completamente.

Las cantidades que se comportan como los desplazamientos se Illaman
vectores. Asi pues, los vectores son entes que tienen mddulo, direccidén y sentido y se
combinan de acuerdo con ciertas reglas de adicion. Estas reglas se enunciaran mas
adelante. El vector desplazamiento puede considerarse como el prototipo y algunas
otras magnitudes fisicas que se representan con vectores son: fuerza, velocidad,
aceleracién, intensidad de campo eléctrico e induccion magnética. Muchas de las
leyes de la fisica se pueden expresar en forma compacta usando vectores; las
demostraciones en las que intervienen esas leyes a menudo se simplifican
considerablemente cuando se procede asi.

Las magnitudes que pueden especificarse completamente mediante un niumero
y una unidad se llaman escalares. Algunas magnitudes fisicas que se representan con
escalares son: masa, longitud, tiempo, densidad, energia y temperatura. Los escalares
se pueden manejar mediante las reglas del algebra ordinaria.

6.2) Suma de vectores. Método geométrico.

Para representar un vector en un diagrama dibujamos una flecha. Escogemos
la longitud de la flecha proporcional a la magnitud del vector (esto es, escogemos una
escala), y ponemos el sentido de la flecha en el sentido del vector, indicandolo en cada
caso con la punta de la flecha. Por ejemplo, un desplazamiento de 40 m al noreste con
una escala de 1,0 cm por cada 10 m, se representaria mediante una flecha de 4,0 cm
de largo, trazada a un angulo de 45° con respecto a la direcciéon horizontal y con la
punta de la flecha en el extremo superior derecho de la misma. Un vector como éste
se representa en forma conveniente en negritas, por ejemplo d. Al escribir a mano es
conveniente poner una flecha sobre el simbolo para denotar una cantidad vectorial, o

bien simplemente un trazo recto: do d.

A menudo solo nos interesara la magnitud del vector y no su direccién vy
sentido. La magnitud de d se llama médulo o valor absoluto de d; y la representamos
con la letra escrita en cursiva, es decir d. El simbolo en tipo de imprenta negro se
entiende que representa todas las propiedades del vector: moédulo, direccion y sentido.

Consideremos ahora la Fig. 6-2 en la cual hemos trazado y puesto las letras a
los vectores de la Fig. 6-1d. La relacion entre estos desplazamientos (vectores) se
puede escribir asi:

a+b=r (6-1)

Fig. 6-2: La suma vectorial
a+ b =r. Comparese con la a r
Fig. 6-1d

Las reglas que deben seguirse para efectuar esta adicion (vectorial)
geométricamente son las siguientes: en un diagrama dibujado a escala se traza el
vector desplazamiento a; después se traza b con su origen colocado en la punta de a,
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y se traza una recta desde el origen de a a la punta de b para construir el vector suma
r. Este vector es un desplazamiento equivalente en longitud, direccion y sentido a los
desplazamientos consecutivos a y b. Este procedimiento se puede generalizar para
obtener la suma de un numero cualquiera de desplazamientos consecutivos.

Puesto que los vectores son nuevos entes matematicos, debemos esperar
otras reglas para manejarlos. El simbolo “+” en la Ec. 6-1 simplemente tiene un
significado diferente del que tiene en aritmética o en algebra ordinarias. Nos indica que
debe efectuarse un conjunto de operaciones diferentes.

Mediante la Fig. 6-3 podemos demostrar dos propiedades importantes de la
adicion de vectores:

a+b=b+a, (leyconmutativa) (6-2)

<

d+(e+f)=(d+e)+f (leyasociativa) (6-3)

Estas leyes establecen que no importa en qué orden o cémo se agrupen los

vectores, la suma es la misma. Al respecto, la adicién vectorial y la adicion escalar
siguen las mismas reglas.

Fig. 6-3: (a) La ley conmutativa

b A para las sumas vectoriales, que
establece quea+ b =b + a. (b) La
a d ley asociativa que establece que d +
a (e+f)=(d+e)+f
b
fa) (&)

La operacion de sustraccion se puede escribir en nuestra algebra vectorial
definiendo como valor negativo de un vector a otro vector de igual magnitud y
direccién, pero de sentido contrario. Entonces,

a-b=a+(-b) (6-4)
como se muestra en la Fig. 6-4.

Recuerde que, aun cuando hemos usado los desplazamientos para ilustrar
estas operaciones, las reglas se aplican a todas las cantidades vectoriales.

-bh
a
b

a-

vectoresa-b=a+(-b)

/)/V
Fig. 6-4: La diferencia de 43/’}/
ia
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6.3) Descomposicion y suma de vectores, método analitico.

El método geométrico de sumar vectores no es muy util cuando tratamos con
vectores en tres dimensiones; inclusive, en el caso de dos dimensiones es a menudo
inconveniente. Otra forma de sumar vectores es el método analitico, que implica
descomponer un vector en sus componentes con respecto a un cierto sistema de
coordenadas.

La Fig. 6-5a muestra un vector cuyo origen se ha colocado en el origen de un
sistema de coordenadas rectangulares. Si llevamos perpendiculares desde la punta de
a hacia los ejes, las cantidades a, y a, asi formadas se llaman componentes escalares
del vector a. El proceso se denomina descomposicion de un vector en sus
componentes. La Fig. 6-5 muestra un caso bidimensional muy sencillo; facilmente se
amplian sus conclusiones al caso de tres dimensiones.

Un vector puede tener muchos conjuntos de componentes. Por ejemplo, si
giramos el eje de las x y el eje de las y de la Fig. 6-5a un angulo de 10° en el sentido
contrario de las manecillas del reloj, las componentes de a seran diferentes. Ademas
podemos usar un sistema de coordenadas no rectangulares, esto es, el angulo entre
los dos ejes no tiene que ser forzosamente de 90°. Asi pues, las componentes de un
vector sbélo quedan expresadas con toda precision si especificamos el sistema de
coordenadas que se esta empleando. No es necesario que el origen del vector se
coloque en el origen del sistema de coordenadas para encontrar sus componentes,
aun cuando asi lo hemos hecho para facilitar la explicacion, el vector se puede mover
a cualquier lugar en el espacio de las coordenadas. Mientras no cambien sus angulos
respecto a las direcciones de los ejes, sus componentes permaneceran inalteradas.

@)

Fig. 6-5: Dos ejemplos de descomposicion de un vector en sus componentes escalares
en un cierto sistema de coordenadas.

Las componentes a, y a, de la Fig. 6-5a se encuentran facilmente por medio de
las expresiones:

a,=acost 'y a,=a senl (6-5)

siendo 6 el angulo que forma el vector a con el sentido positivo del eje de las x medido
en sentido contrario a las manecillas del reloj a partir de ese eje. Nétese que, segun el
valor del angulo 6, a, y a, pueden ser positivos o negativos. Por ejemplo en la Fig. 6-
5b, b, es negativo y by es positivo. Las componentes de un vector tienen propiedades
de escalares porque, en cualquier sistema de coordenadas de un marco de referencia
determinado, sélo se necesita un numero, con su signo algebraico para especificarlas.
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Una vez que un vector ha quedado descompuesto en sus componentes, las
componentes mismas se pueden usar para especificar el vector. En lugar de los dos
numeros a (médulo del vector) y 6 (direccién del vector con relacién al eje de las x),
tenemos ahora los dos numeros a, y a, Podemos pasar en un sentido y en otro de la
descripcion de un vector en funcién de sus componentes a, y a, a la descripcion
equivalente de la magnitud y de la direccién a y 6. Para obtener ay 6 de a, y a, ,
observemos en la Fig. 6-5a que

a=ya’+a,’ (6-6a)

tan 6 =a /a, (6-6b)

El cuadrante en que se encuentra 6 queda determinado por los signos de a, y
de a,.

Cuando descomponemos un vector en sus componentes, algunas veces es util
introducir un vector de longitud unitaria en una direccién determinada. Asi, el vector a
en la Fig. 6-6a puede escribirse, por ejemplo, de esta manera:

a=u,a (6-7)

siendo u, un vector unitario (o versor) en la direccion de a. A menudo es conveniente
emplear vectores unitarios en las direcciones de los ejes de coordenadas escogidos.
En el sistema de coordenadas rectangulares, ordinariamente se emplean los simbolos
especiales i, j y k para vectores unitarios en las direcciones positivas de los ejes x, y y
z, respectivamente; véase la Fig. 6-6b. Notese que no es forzoso que i, j y k estén
localizados en el origen. Como todos los vectores, se pueden trasladar a cualquier
lugar en el espacio de las coordenadas con la condicidn que no se cambien las
direcciones con respecto a los ejes de coordenadas.

Fig. 6-6: (a) El vector a puede escribirse
usza siendo us un vector unitario en la
direccién de a. (b) Los vectores unitarios
i, j y k, se emplean para especificar
respectivamente las direcciones vy
sentidos positivos de los ejes x, y y z.

(@ ()

Los vectores a y b de la Fig. 6-5 se pueden escribir en funcion de sus
componentes y de los vectores unitarios como sigue:

a=iatja, (6-8a)

b=ibstjb, (6-8b)

véase la Fig. 6-7. La relaciéon vectorial obtenida por la Ec. 6-8a es equivalente a la
relacién escalar dada por la Ec. 6-6; ambas relacionan el vector (a, o bien, a 'y 06) con
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sus componentes (a, y a,). A cantidades tales como i.a, y j.a, en la Ec. 6-8a las
llamaremos algunas veces las componentes vectoriales de a; éstas se han trazado
como vectores en la Fig. 6-7a. La palabra componente seguird empleandose para
indicar las cantidades escalares a, y a,.

Fig. 6-7: Dos ejemplos de descomposicion de un vector en sus componentes
vectoriales en un sistema de coordenadas dado; compéarese con la Fig. 6-5.

Consideremos ahora la adicién de vectores por el método analitico. Sea r la
suma de los dos vectores a y b que estan en el plano x-y, de tal manera que

r=a+b (6-9)

En un sistema de coordenadas dado, dos vectores tales como ry a + b podran
ser iguales solamente si sus correspondientes componentes lo son, es decir,

ry = ay + by (6-10a)

Estas dos ecuaciones algebraicas, conjuntamente, son equivalentes a la
relacion vectorial Unica representada por la Ec. 6-9. Mediante las Ecs. 6-6 podemos
encontrar ry el angulo 6 formado por r con el eje de las x; esto es,

2 2
r=\r+r,

tan@=r, /r,

Asi pues, tenemos la siguiente regla para sumar vectores analiticamente: se
descompone cada vector en sus componentes en un sistema dado de coordenadas; la
suma algebraica de las componentes a lo largo de un eje determinado es la
componente de la suma vectorial a lo largo de ese eje; la suma vectorial se puede
reconstruir una vez que se conocen sus componentes. Este método de sumar vectores
se puede generalizar a muchos vectores y a tres dimensiones.

La ventaja del método de descomponer los vectores en sus componentes en
un sistema de ejes ortogonales, en lugar de sumarlos directamente aplicando las
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relaciones trigonométricas pertinentes, es que siempre empleamos tridngulos
rectangulos y asi se simplifican los calculos.

Al sumar vectores por el método analitico, la eleccion de los ejes de
coordenadas determina la mayor o menor simplificacién del proceso. Algunas veces se
conocen desde un principio las componentes de los vectores con respecto a un cierto
sistema de ejes, de modo que la eleccién de los ejes es obvia. En otros casos, una
eleccion atinada de los ejes puede simplificar considerablemente el trabajo de
descomponer los vectores en sus componentes. Por ejemplo, los ejes se pueden
orientar de manera que por lo menos uno de los vectores quede paralelo a un eje.

Ejemplo 6-1. Un avion recorre 130 km en una trayectoria recta que forma un angulo
de 22,5° al este del norte. ;Qué distancia se alej6 el avién hacia el norte y qué
distancia hacia el este de su punto de partida?

Escogemos como direccién este al sentido positivo del eje de las x y como
direccién norte al sentido positivo del eje de las y. A continuacién (Fig. 6-8) trazamos
un vector de desplazamiento a partir del origen (punto de partida), formando un angulo
de 22,5° con respecto al eje de las y (el norte) inclinado hacia el sentido positivo del
eje de las x (el este). Se escoge la longitud del vector de manera que represente una
magnitud de 130km. Si llamamos d a este vector, entonces d, da la distancia recorrida
hacia el este del punto de partida y d, proporciona la distancia recorrida hacia el norte
del punto de partida. Tenemos:

6 =90,0°-22,5°=67,5°
de manera que (véanse las Ecs. 6-5):

d. =d cos 0 =(130km) cos 67,5°=50km

d,=d sen 0 =(130km) sen 67,5°=120km

0 4
Fig. 6-8 (Ejemplo 6-1)
Ejemplo 6-2. Un automovil recorre 30km hacia el este en una carretera horizontal. Al

llegar al cruce de carreteras da la vuelta hacia el norte, recorre 40km. y se detiene.
Encontrar el desplazamiento resultante del automovil.

90



HACIA LOS VECTORES VECTORES

Escogemos un marco de referencia fijo con respecto a la tierra, con el sentido
positivo del eje de las x de nuestro sistema de coordenadas apuntando hacia el este y
con el sentido positivo del eje de las y dirigido hacia el norte. Se dibujan los dos
desplazamientos consecutivos a y b, como se muestra en la Fig. 6-9. EI
desplazamiento resultante r se obtiene asi: r=a + b.

Puesto que b no tiene componente sobre el eje de las x y a carece de
componente sobre el eje de las y, obtenemos (véanse las Ecs. 6-10):

r.=a, +b, =30km+0=30km
r,=a,+b, =0+40km = 40km
Entonces, la magnitud y direccién de r son (véanse las Ecs.6-6):
r=Jrl+r, =\ (30km)® + (40km)® = 50km

tanf = ]/'y/r‘c = M =133=0= tan_l (1,33) =153°
© 30km

El vector de desplazamiento resultante r tiene una magnitud de 50km y forma
un angulo de 53° al norte del este.

v
I
40km b
&
0 a
~— 30km —*

Fig. 6-9 (Ejemplo 6-2)

Ejemplo 6-3. Tres vectores coplanares con respecto a un determinado sistema de
coordenadas rectangulares con un cierto origen, se expresan como sigue:

a=4i-j
b =-3i + 2j
c=-3j

en las cuales las componentes se dan en unidades arbitrarias. Encuéntrese el vector r
gue es la suma de estos vectores.

De la ecs. 6-10 tenemos:
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ro=a.+b +c, =4-3+0=1

r, =ay+by+cy =-1+2-3=-2

Asi pues,
r=in+jr,=i-2j.

La Fig. 6-10 muestra los cuatro vectores. De las Ecs. 6-6 podemos calcular que

la magnitud de r es \/gy que el angulo que forma r con respecto a la parte positiva del
eje de las x, medido en un sentido contrario a las manecillas del reloj, a partir de dicho
eje, es:

tan”' (—2/1) =297°
¥|

Aoy,
kk\ﬂg

Fig. 6-10 (Ejemplo 6-3)

6.4) Multiplicacion de vectores.

Hemos supuesto en los estudios anteriores que los vectores que se suman son
de la misma naturaleza; esto es, que vectores de desplazamiento se suman a vectores
de desplazamiento, o vectores de velocidad se suman con vectores de velocidad. Asi
como careceria de sentido sumar magnitudes escalares de diferente naturaleza, tales
como la masa y la temperatura, también carece de sentido sumar magnitudes
vectoriales de diferente naturaleza, tales como un desplazamiento y una fuerza.

Ahora bien, lo mismo que los escalares, se pueden multiplicar vectores de
diferente naturaleza unos con otros para obtener magnitudes de nuevas dimensiones
fisicas. Como los vectores tienen modulo, direccién y sentido, la multiplicacion de
vectores no puede ajustarse exactamente a las mismas reglas que las reglas
algebraicas de la multiplicacion escalar. Debemos establecer otras nuevas para la
multiplicacién de vectores.

Encontramos util definir tres clases de operaciones de multiplicacion de
vectores: 1) multiplicacion de un vector por un escalar, donde el resultado es un
vector; 2) multiplicacién de dos vectores de tal manera que se obtenga un escalar, y 3)
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multiplicacién de dos vectores de forma que se obtenga otro vector. Hay todavia otras
posibilidades, pero no las consideraremos aqui.

La multiplicacién de un vector por un escalar tiene un significado sencillo: el
producto de un escalar k y un vector a se escribe ka y se define como un nuevo vector
cuya maghnitud es k veces mayor que la magnitud de a. El nuevo vector tiene el mismo
sentido que a si k es positivo y sentido opuesto, si k es negativo. Para dividir un vector
entre un escalar, simplemente se multiplica el vector por el reciproco del escalar. Este
tipo de producto ya lo hemos usado cuando definimos los vectores en términos de
versores (ver Ec. 6-7).

Cuando se multiplica una cantidad vectorial por otra cantidad vectorial, se debe
distinguir entre el producto escalar (que se representa con un punto) y el producto
vectorial (que se representa con una cruz). El producto escalar de dos vectores ay b
se escribe a e b y se define asi:

aeb=abcos ¢ (6-11)

siendo a la magnitud del vector a, b la magnitud del vector b, y ¢ el angulo que forman
los dos vectores. (véase la Fig. 6-11).

Fig. 6-11: El producto escalara ® b =
a b cosp es el producto de la
magnitud de cualquiera de los vectores
(digamos el a) por la componente del
otro vector en la direccion del primer
vector (digamos b cos¢ )

Puesto que a y b son escalares y cos¢ es un numero adimensional, el producto
escalar de dos vectores es un escalar. El producto escalar de dos vectores se puede
considerar como el producto de la magnitud de un vector y la componente del otro
vector en la direccion del primero. Debido a la notacion a e b algunas veces en lugar
de decir producto escalar de a y de b se dice simplemente “a punto b’ o también
producto interno de a y b. Asimismo por definicion, el producto escalar es conmutativo,
esdecir aesb=bea.

Se hubiera podido definir a a ¢ b como cualquier operacién a nuestro arbitrio,
por ejemplo, a”® b tan(¢ /2), pero tal definicion no hubiera sido de ninguna utilidad
para nosotros en Fisica. Con nuestra definiciéon del producto escalar, un buen numero
de magnitudes fisicas importantes se pueden describir como el producto escalar de
dos vectores. Algunas de ellas son, por ejemplo, trabajo mecanico, potencial eléctrico,
potencia eléctrica, y densidad de energia electromagnética. Cuando estudiemos
posteriormente estas magnitudes, sefialaremos su relacion con el producto escalar de
vectores.

Por otra parte siempre que hablamos de proyecciones de una direccién sobre
otra, podemos simbolizar dicha operacion a través de un producto escalar.
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El producto vectorial de dos vectores a y b se escribe a x b y es otro vector c,
siendo ¢ = a x b. El modulo de ¢ se define como:

c=absen g, (6-12)
donde ¢ es el menor angulo formado entre las direcciones de ay b.

La direccion de ¢, que es el producto vectorial de a y de b, se define como
perpendicular al plano formado por a y b. Para especificar el sentido del vector ¢
debemos referirnos a la Fig. 6-12. Imaginémonos un tornillo derecho cuyo eje sea
perpendicular al plano formado por a y b de tal manera que gire de a a b, el angulo ¢
que forman los dos vectores. Entonces la direccién y el sentido en que avanza el
tornillo da la direccion y el sentido del producto vectorial a x b (Fig. 6-12a). Otra forma
conveniente de obtener la direccion y sentido de un producto vectorial es la siguiente:
imaginese un eje perpendicular al plano a x b que pase por su origen comun, si se
cierran los dedos de la mano derecha alrededor de ese eje como empujando al vector
a hacia el vector b con la punta de los dedos haciendo girar el mas pequefio de los
angulos que forman, la direccién y sentido del pulgar extendido da la direccién y el
sentido del producto a x b (Fig. 6.12b). Debido a la notacién, el producto vectorial a x b
se lee a veces “a cruz b”.

Nétese que b x a no es el mismo vector que a x b, de modo que el orden de los
factores en un producto vectorial es importante. No ocurre lo mismo con los escalares
por que el cambio del orden de los factores en algebra o en aritmética no afecta el
producto resultante. En realidad, a x b = - b x a (Fig. 6-12b y c¢). Esto se puede deducir
del hecho que la magnitud ab sen¢ es igual a la magnitud ba seng, pero el sentido de
a x b es opuesto al de b x a; esto es debido a que el tornillo derecho avanza en un
sentido cuando se gira un angulo ¢ de a a b, pero avanza en sentido contrario cuando
el angulo ¢ se gira de b a a. El estudiante puede llegar al mismo resultado aplicando la
regla de la mano derecha.

c=ax b
) A &
fi
t
)
L b
¢ ¢
@ ° ® 4 v

{c/

c=-axb

Fig. 6-12: El producto vectorial. (a) En ¢ = a x b, el sentido de ¢ es aquel en el cual avanza
un tomnillo derecho cuando se hace girar de a a b el &ngulo mas pequerio. (b) La direccion de
¢ se puede obtener también con la “regla de la mano derecha”: si se coloca la mano derecha
de tal manera que los dedos cerrados sigan la rotacion de a a b, el pulgar extendido apunta
en la direccion de c. (c) El producto vectorial cambia de signo cuando se invierte el orden de
los factores: ax b =-b x a.
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Si ¢ vale 90°, a, b y ¢ (= a x b) son perpendiculares entre si y dan las direcciones de
un sistema tridimensional de coordenadas derecho. Esto es:
axb=c¢, bxc=a y exa=b.

La razén para definir el producto vectorial de esta manera es que resulta de
utilidad para Fisica. A menudo encontramos magnitudes fisicas que son vectores cuyo
producto, definido en la forma anterior, es una magnitud vectorial que tiene un
significado fisico importante. Algunos ejemplos de magnitudes fisicas que son
productos vectoriales son: el momento de torsion, la cantidad de movimiento angular,
la fuerza sobre una carga que se mueve en un campo magnético y el flujo de energia
electromagnética. Cuando estudiemos estas magnitudes posteriormente, indicaremos
su relacién con el producto vectorial de vectores.

El producto escalar es el mas sencillo de los productos entre dos vectores. El
orden de multiplicaciéon no altera al producto. El producto vectorial es el siguiente caso
mas sencillo. En este caso, el orden de multiplicacion si afecta al producto, pero sélo
por un factor de —1, lo cual implica un cambio de sentido. Hay otros productos de
vectores que son Utiles, pero resultan mas complicados. Por ejemplo, un tensor se
puede generar multiplicando cada una de las tres componentes de un vector por las
tres componentes de otro vector. Por consiguiente, un tensor (de segundo rango) tiene
nueve numeros asociados con él, un vector tiene tres y un escalar sélo uno. Algunas
magnitudes fisicas que se pueden representar mediante tensores son: esfuerzos
mecanicos y eléctricos, momentos y productos de inercia, y deformaciones. Hay
todavia posibilidad de cantidades fisicas mas complejas, sin embargo, sé6lo nos
ocuparemos de escalares y vectores.

6.5) Vectores y las leyes de la Fisica.

Los vectores han resultado ser utiles en Fisica. Sera conveniente profundizar
un poco mas la razén de esto. Supongamos que tenemos tres vectores a, b y r, que
tienen las componentes a,, a,, a, by, b, b, y ry, r, I, respectivamente, en un cierto
sistema de coordenadas xyz de nuestro marco de referencia. Supongamos, ademas,
que los tres vectores estan relacionados de tal manera que

r=a+hb. (6-13)
Como un simple corolario de las Ecs. 6-10, esto significa que
rx=ax+bx; ry=ay+by; rz=az+bz (6'14)

Consideremos ahora otro sistema de coordenadas x’y’z’ que tiene estas
propiedades: 1) su origen no coincide con el origen del primer sistema, o sea, del
sistema xyz, y 2) sus tres ejes no son paralelos a los ejes correspondientes al primer
sistema. En otras palabras, el segundo sistema de coordenadas ha sido transladado y
girado con respecto al primero.

Las componentes de los vectores a, b y r en nuestro sistema serian, en
general, diferentes; podemos representarlas por ay, a,, a,, by, by, by, y I, 1y, Iy,
respectivamente. Sin embargo estas nuevas componentes estan relacionadas en la
siguiente forma:

rx’ = ax’ + bx’,’ ry’ = ay’ + by’,’ rz’ = az’ + bz’ (6'1 5)
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Esto es, en el nuevo sistema encontrariamos nuevamente (véase la Ec. 6-13) que
r=a+b

En un lenguaje mas formal: Las relaciones entre los vectores, de las cuales la
Ec. 6-13 es sélo un ejemplo, son invariantes (es decir, no se alteran) con respecto a la
translacion o a la rotacion de las coordenadas. Ahora bien, es un hecho de la
experiencia que los experimentos en que se fundan las leyes de la fisica y de hecho
las leyes de la fisica misma, en forma semejante, quedan inalteradas cuando giramos
o trasladamos el sistema de referencia. Asi pues, el lenguaje de los vectores es un
lenguaje ideal para expresar las leyes de la fisica. Si podemos expresar una ley en
forma vectorial, queda asegurada la invariancia de la ley para la translacion y la
rotacién del sistema de coordenadas por esta propiedad puramente geométrica de los
vectores.

Fig. 6-13: En esta figura se muestra en (a) un sistema
M de coordenadas izquierdo y en (b) un sistema de
I coordenadas derecho. Nétese que el sistema de la mano
i derecha (b) y el de la mano izquierda (a) estan
' relacionados entre si en forma tal que se puede
l considerar el uno como la imagen del otro en el espejo

- MM. La “mano” de un sistema de coordenadas no se
'D puede cambiar girdndolo. Nétese que en (b), i x j = k, en
| k x tanto que en (a) i x j = -k.
| t’b)
1

Hasta aproximadamente 1956 se creyé que todas las leyes de la fisica eran invariantes
bajo otra clase de transformacién de coordenadas: la sustitucion de un sistema de
coordenadas de mano derecha por un sistema de mano izquierda. (Véase Fig. 6-13). Sin
embargo, en ese afio se estudiaron algunos experimentos relacionados con la desintegracion
de ciertas particulas subatomicas elementales en los cuales se encontré que el resultado del
experimento si dependié de la “mano” del sistema de coordenadas que se usara para expresar
los resultados. En otras palabras, jel experimento y su imagen en un espejo darian resultados
diferentes!. Este resultado sorprendentemente condujo a examinar todo lo relativo a la simetria
de las leyes de la Fisica, y estos estudios todavia siguen siendo de los que mas desafian a la
Fisica moderna.

6.6) Preguntas para el repaso.

1. Dos vectores de diferentes magnitudes, ;se pueden combinar para dar una
resultante cero? ¢ Se puede verificar lo mismo con tres vectores?

2. ¢ Puede valer cero un vector si una de sus componentes no es cero?

3. ¢ Tiene algun sentido llamar vector a una cantidad si su magnitud es cero?

4. Enumere varias cantidades escalares. El valor de una cantidad escalar, ;depende
del marco de referencia escogido?
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5. Podemos ordenar diversos sucesos en el tiempo. Por ejemplo, el suceso b puede
preceder al suceso ¢ pero seguir al suceso a, dandonos un ordenamiento a, b, c,
en el tiempo en que ocurren los sucesos. Por consiguiente, hay un sentido en el
tiempo que distingue el pasado, del presente y el futuro. Por lo tanto, ¢ es el tiempo
un vector?. Si no lo es, ¢por qué no?

6. Las leyes conmutativa y asociativa, ¢ se aplican a la substraccion de vectores?

7. Un producto escalar, ¢ puede ser una cantidad negativa?

6.7) Problemas de aplicacion.

1) Considérense dos desplazamientos, uno de magnitud 3m y otro de magnitud
4m. Indicar cdmo pueden combinarse estos vectores de desplazamiento para obtener
un desplazamiento resultante de magnitud: (a) 7m; (b) 1m; (c) 5m.

R: (a) paralelo, (b) antiparalelo, (c) perpendicular.

2) Dos vectores a y b tienen magnitudes iguales, digamos 10 unidades. Estan
orientados en el plano xy como se muestra en la Fig. 6-14 y su suma vectorial es r.
Encontrar (a) las componentes de r sobre el eje de las x y de las y; (b) la magnitud de
r; (c) el angulo que forma r con el eje de las x.

¥
105° .
-~
b
& 300
0 I x
Fig 6-14

3) Dado dos vectores a = 4i - 3j y b = 6i + 8], encontrar la direcciéon y magnitud de
a,deb,dea+b,deb-a ydea-h.

R: Las magnitudes son: 5; 10; 11,2; 11,2; 11,2.
Los angulos formados con el eje de las x son: 323°; 53,1°; 26,5°, 79,7° y 260°.

4) Un automovil recorre hacia el este una distancia de 50 km, después, hacia el
norte, 30 km y luego, en direcciéon 30° al este del norte, 25 km. Trazar el diagrama de
vectores y determinar el desplazamiento total del automévil medido desde su punto de
partida.

R: 81km; 39,5°; N del E.

5) Una particula experimenta tres desplazamientos consecutivos en un plano,
como sigue: 4,0 m al suroeste, 5,0 m al este, 6,0 m en una direccién 60° al norte del
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este. Escoger el eje de las y apuntando al norte y el de las x dirigido al este para
obtener: (a) las componentes de cada desplazamiento, (b) las componentes del
desplazamiento resultante, (c) la magnitud, direccion y sentido del desplazamiento
resultante, y (d) el desplazamiento que se requeriria para regresar la particula al punto
de partida.

R: (a) ax=-2,8 m; a,=-2,8 m; b,=5,0 m; b,=0; ¢,=3,0 m; ¢,=5,2 m. (b) d,=5,17 m; d,=2,37 m.
(c) 5,69 m; 24,6°; N del E. (d) 5,69 m; 24,6°; S del O.

6) Una vez que llega al césped, un jugador de golf necesita dar tres golpes a su
bola para meterla. El primer golpe mueve la bola 3,66 m al norte, el segundo la mueve
1,83 m al sureste y el tercero, 0,91 m al suroeste. ; Qué desplazamiento se hubiera
necesitado para meter la bola al hoyo en el primer golpe®.

R: 1,84 m a 69,3°

7) Encontrar la suma de los vectores desplazamiento ¢ y d cuyas componentes en
Km segun las tres direcciones perpendiculares son: ¢, = 5,0, ¢, =0; ¢, =-2,0, dy =-
3,0, d,=4,0;, d,=6,0.

R: rk=2,0 km; ry=r,=4,0 km.

8) Use una escala de 2 m por centimetro y sume graficamente los
desplazamientos del problema 5. Determine de su grafica el médulo, direccion y
sentido de la resultante.

9) Las dimensiones de un cuarto son 10 pies x 12 pies x 14 pies. Una mosca que
sale de una esquina llega a la esquina diagonalmente opuesta. (a) ¢cual es la
magnitud de su desplazamiento?, (b) ¢ podria ser la longitud de esta trayectoria menor
que esta distancia?, ¢ podria ser mayor?,  podria ser igual?, (c) escoger un sistema de
coordenadas adecuado y calcular las componentes del vector de desplazamiento en
ese marco de referencia.

R: (a) 21 pies (b) puede ser mayor o igual pero no menor. (c) 10i+12j+14k para una cierta
seleccion de ejes.

10) (a) Una persona sale por la puerta principal de su casa, camina 304,9 m hacia
el este, 609,7 m hacia el norte, y después toma una moneda de su bolsillo y la deja
caer en un acantilado de 152,4 m de altura. Establecer un sistema de coordenadas y
escribir una expresion para el desplazamiento de la moneda, empleando vectores
unitarios. (b) La persona regresa en seguida a la puerta de su casa, siguiendo un
camino diferente en el viaje de retorno, ¢ cual es su desplazamiento resultante para el
viaje completo de ida y vuelta?.

R: 0

11)En el problema 9, si la mosca no volara sino que caminara, ¢jcual seria la
longitud de la trayectoria mas corta que pudiera seguir?.

12) Una topdgrafa calcula el ancho de un rio mediante el siguiente método: se para
directamente frente a un arbol en el lado opuesto y camina 100 m a lo largo de la
ribera del rio, después mira el arbol. El angulo que forma la linea que parte de ella 'y
termina en el arbol es de 35,0°. 4 Cual es el ancho del rio?.

R: 70,0 m.
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13) Un avion vuela 200 km rumbo al oeste desde la ciudad A hasta la ciudad B y
después 300 km en la direccion de 30° al noroeste de la ciudad B hasta la ciudad C.
Determine a) En linea recta, ;qué tan lejos esta la ciudad C de la ciudad A?, b)
respecto a la ciudad A, sen qué direccién esta la ciudad C?

R: 484 km direccion 18°3’37,7” al norte del este

14) Un avion vuela desde su campamento base hasta el lago A, a una distancia de
280 km en direccion 20,0° al noreste. Después de dejar caer provisiones, vuela hacia
el lago B, ubicado a 190 km y 30,0° al noroeste del lago A. Determine graficamente la
distancia y la direccion del lago B al campamento base.

R: 310 km a 57° suroeste.

15) Un peatdon camina 6,00 km al este y después 13,0 km al norte. Con el método
grafico determine la magnitud y la direccién del vector desplazamiento resultante.

R: 14 km, 65,22°

16) Una persona camina la mitad de una trayectoria circunferencial de radio 5,00 m.
a) Encuentre la magnitud del vector desplazamiento. b) ;qué distancia camina la
persona?. c) ¢4cual es la magnitud del desplazamiento si la persona camina todo el
recorrido alrededor de una circunferencia?

R: (a) 10,0 m; (b) 15,7 m; (c) O

17) El vector a tiene una magnitud de 8,00 unidades y con el eje x positivo forma un
angulo de 45,0°. El vector b también tiene una magnitud de 8,00 unidades y esta
dirigido a lo largo del eje x negativo. Con los métodos graficos encuentre, a) el vector
suma a + b, y b) el vector diferencia a — b.

18) Una montafia rusa se mueve 200 pies horizontalmente y después viaja 135 pies
en un angulo de 30,0° sobre la horizontal. Luego recorre 135 pies en un angulo de
40,0° abajo de la horizontal.;Cual es su desplazamiento después de su punto de
partida?. Utilice técnicas graficas.

R: 420 pies a —2,62°

19) Una fuerza F, de magnitud igual a 6,00 unidades actua en el origen en una
direccién 30,0° sobre el eje x. Una segunda fuerza F, de magnitud 5,00 unidades
actua en el origen en la direccion del eje y positivo. Encuentre graficamente la
magnitud y direccion de la fuerza resultante Fy + F.

20) El conductor de un automoévil maneja 3,00 km hacia el norte, 2,00 km al noreste
(45,0° al este del norte), 4,00 km al oeste y después 3,00 km al sureste (45,0° al este
del sur). 4Dénde termina respecto a su punto de inicio?. Represente su respuesta en
forma grafica. Compruébela usando componentes.

21)Una persona camina 25,0° al norte del este recorriendo 3,10 km. ¢;Cuanto
tendria que caminar hacia el norte y hacia el este para llegar al mismo sitio?.

R: hacia el norte: 1,31 km, hacia el este 2,8 km

22) Un vector tiene una componente x de —25,0 unidades y una componente y de
40,0 unidades. Encuentre la magnitud y direccién de este vector.

R: 47,2 unidades a 122°
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23) Al explorar una cueva, una espeledloga aficionada comienza en la entrada y
recorre las siguientes distancias: se desplaza 75,0 m al norte, 250 m al este, 125 m en
un angulo de 30,0° al norte del este y 150 m al sur. Encuentre el desplazamiento
resultante desde la entrada de la cueva.

R: 358 m en una direccion de -2°

24) Dados los vectores a = 2,0i + 6,0j y b = 3,0i — 2,0j, a) dibuje el vector suma
c= a+b y el vector diferencia d= a—b. b) Encuentre soluciones analiticas para ¢ y d
primero en términos de vectores unitarios y después en coordenadas polares, con
angulos medidos respecto del eje +x.

R: (b) 5i+4j=6,40 a 38,7°; -i+8j=8,06 a 97,2°

25) Un vector de desplazamiento en el plano xy tiene una magnitud de 50,0 m y
esta dirigido en un angulo de 120,0° en relacion con el eje x positivo. ¢ cuales son las
componentes rectangulares de este vector?

R:x=-25m,y=433m

26) El vector a tiene componentes x y y de —8,7cm y 15¢cm, respectivamente; el
vector b tiene componentes x y y de 13,2cm y —6,6cm, respectivamente. Si a-b+3¢=0,
¢ cuales son las componentes de ¢?

R: ¢ =0i + 0j

27) Un muchacho corre 3,0 cuadras al norte, 4,0 cuadras al noreste y 5,0 cuadras al
oeste. Determine la longitud y direccion del vector desplazamiento que va del punto de
partida hasta su posicion final.

R: 6,21 cuadras con una direccion de 22,65° al oeste del norte

28) Obtenga expresiones analiticas para los vectores de posiciéon con coordenadas
polares a) 12,8m, 150°; b) 3,30cm; 60° y ¢) 22,0pulg., 215°.

R: (a) (-11,1m)i+(6,40m)j; (b) (-1,65cm)i+(1,86cm)j; (c) (-18,0in)i-(12,6in)j

29) Un mariscal de campo toma el balén desde la linea de golpe, corre hacia atras
10 m y después corre 15 m en paralelo a la misma linea de golpe. En este punto,
lanza un pase recto de 50 yardas dentro del campo perpendicular a la linea de golpe.
¢cual es la magnitud del desplazamiento resultante del balén de futbol?.

R: 41,23 m

30) Una particula efectua los siguientes desplazamientos consecutivos: 3,50 m al
sur; 8,20 m al noreste y 15,0 m al oeste. ¢ cual es el desplazamiento resultante?

R: 9,48 m a 166°

31)Un golfista novato necesita tres golpes para hacer un hoyo. Los
desplazamientos sucesivos son 4,00 m hacia el norte, 2,00 m al noreste y 1,00 m,
30,0° al oeste del sur. Si empezara en el mismo punto inicial, ¢jcual seria el
desplazamiento mas sencillo que un golfista experto necesitaria para hacer el hoyo?

R: 4,64 m con una direccién de 78,56°
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32) Una particula lleva a cabo dos desplazamientos. El primero tiene una magnitud
de 150 cm y forma un angulo de 120,0° con el eje x positivo. El desplazamiento
resultante tiene una magnitud de 140 cm y se dirige a un angulo de 35,0° respecto del
eje x positivo. Encuentre la magnitud y direccién del segundo desplazamiento.

R: 196 cm a -14°40'56""

33) Las instrucciones para descubrir un tesoro enterrado son las siguientes: ir 75
pasos a 240°, girar hasta 135° y caminar 125 pasos, después caminar 100 pasos a
160°. Determine el desplazamiento resultante desde el punto de partida.

R: 29 pasos a 235°33°32,7"

34) Al pasar sobre la isla Gran Bahama el ojo de un huracan se mueve con una
direccién 60,0° al norte del oeste con una velocidad de 41,0 km/h. Tres horas después
se desvia hacia el norte y su velocidad se reduce a 25,0 km/h. sa qué distancia se
encuentra el ojo del huracan 4,50 h después de que pasa por la isla?

R: 1566,6 km

35) Un avién que parte desde el aeropuerto A vuela 300 km al este, después 350
km, 30,0° al oeste del norte, luego 150 km al norte para llegar finalmente al aeropuerto
B. a) El dia siguiente, otro avion vuela directamente de A a B en linea recta. sen qué
direccion el piloto debe viajar en este vuelo directo?, b) ;jqué distancia de la isla
recorrera el piloto en este vuelo directo?

R: @) 74,6° , b) 470 km

36) Muestre que A e B = A,B,+ A /B, + A,B,. (Sugerencia: Escriba Ay B en forma de
vectores unitarios).

37)Para A = 4i + 3jy B =-i + 3j, encuentre a) A e« B, y b) el angulo entre Ay B.
R:a)5, b) 71,5°

38) El vector A se extiende desde el origen hasta un punto que tiene coordenadas
polares (7, 70°) y el vector B se extiende desde el origen hasta un punto que tiene
coordenadas polares (4, 130°). Encuentre A « B

R: 14

39) Un vector a de 10 unidades de magnitud y otro vector b de 6 unidades de
magnitud apuntan en direcciones que forman un angulo de 60°. Encontrar (a) el
producto escalar de los vectores y (b) el producto vectorial de los mismos.

R: (a) Escalar de magnitud 30 (unidades)z; (b) Vector de magnitud 52 unidades?, perpendicular
al plano formado poray b.

40) El vector A tiene una magnitud de 5,00 unidades y B tiene una magnitud de
9,00 unidades. Los dos vectores forman un angulo de 50,0° entre si. Determine A e B.

R: 29

41)Para A=3i+j—k, B =-i+ 2j + 5k, C = 2j— 3k, encuentre C ¢ (A ¢ B).
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R: 0i - 12§ + 18k

42) El vector A tiene 2,0 unidades de largo y apunta en la direccion y positiva. El
vector B tiene una componente x negativa de 5,0 unidades de largo, una componente
y positiva de 3,0 unidades de largo y no tiene componente z. Encuentre A ¢ B y el
angulo entre los vectores.

R: modulo = 6 ,angulo = 59°

43) Con la utilizacion del producto escalar encuentre los angulos entre: a) A = 3i - 2j
yB=4i-4j;b)A=-2i+4jyB=3i-4j+2k;c) A=i-2j+2kyB = 3j+4k.

R: a) 11,3° b) 156°, c) 82,3°
44) a) Determinar el vector unitario que es paralelo al vector A = A,i + Ajj + AJk.

b) Determinar el componente del vector A = 2i — j - k en la direccion del vector
A = 3i + 4j.

45) Los vectores A, B y C forman un triangulo como indica la figura. ElI angulo
formado entre A y B es 6, los vectores estan relacionados por la expresién C = A — B.
Calcular el producto C . C en funcién de A, B y 6 y deducir la ley de los cosenos,
C? = A? + B> - 2ABcosf

46) Demuestre que en términos de las componentes, la expresion de A x B es :
AxB= (Asz_Asz) i+ (Asz_Asz)j + (AxBy_AyBx) k

47) Dos vectores estan dados por A = -3i + 4j, y B = 2i + 3j. Encuentre a) Ax By b)
el angulo entre A y B.

R: a) —17k, b) 70,5°

48) Demostrar que la magnitud de un producto vectorial da numéricamente el area
del paralelogramo formado por los dos vectores componentes como los lados. (Fig. 6-
15). ¢Sugiere esto la idea de como representar mediante un vector un elemento de

area orientado en el espacio?
___________ -
b -
= -

d

Fig. 615
49) Demostrar que a.(b x ¢) es numéricamente igual al volumen del paralelepipedo
formado sobre los tres vectores a, by c.

50) Un estudiante afirma que ha encontrado un vector A tal que (2i -3j + 4k) x A =
(4i + 3j - k). ¢ Cree usted que esto es cierto?. Explique.

R: no, porque deberia ser perpendicular al vector 2i-3j+4k

51) El vector A apunta en la direccidon y negativa y el vector B apunta en la direccién
x negativa. ¢ Cuales son las direcciones de a) Ax By b) B x A?

52)Si|Ax B|=A.B ;Cual es el angulo entre Ay B?
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R: 45°
53) Dos vectores A y B poseen el mismo médulo. Su producto vectorial alcanza su
modulo maximo cuando A y B son: a) paralelas, b) iguales, c) perpendiculares, d)
antiparalelas, €) forman entre si un angulo de 45°.
R:¢c
54)Si A =4i,B,=0, |B| =5y A x B =12k, determinar B.

55)Si A =3j, AxB=09i A.B=12, determinar B.
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